ERS SSRARRREN 





“De 
Stelling van 


aatste 


Fermat” 





ELEEEEEEELELEEEEEEEEEEEEEEEEL 





“De Naatste 


Stelling van 


99 
Fermat 

an NZA 
FS WISKUNDIG GENOOTSCHAP U. it Utrech ES 


€ 
Ai 


NA 
OJ 


De artikelen in deze syllabus vormen het materiaal van de gelijknamige lezingen die 
gehouden werden in Utrecht op 6 november 1993 in het kader van het symposium 


DE LAATSTE STELLING VAN FERMAT. 


Initiatief: Prof.dr. F. Oort (Utrecht) 
Prof.dr. J.R. Strooker (Utrecht) 
Prof.dr. R. Tijdeman (Leiden) 


Organisatie: Universiteit Utrecht 
Wiskundig Genootschap 


Redactie syllabus: Dr. J. Top (Groningen) 
Symposiumvoorzitters: Prof.dr. J. van de Craats (Breda) 


Prof.dr. J. Steenbrink (Nijmegen) 


“Een onvermoeide arbeid komt alles te boven” 


De eerste drie lezingen en de ‘Oefeningen rond Fermat’ richten 
zich tot een gehoor met ingangsniveau 5 VWO-wiskunde. De 
klein gedrukte of met een asterisk gemarkeerde passages in de 


artikelen veronderstellen een wat ruimere kennis en werden in de 
lezingen dan ook niet behandeld. De lezingen/artikelen van Oort 
en Top veronderstellen een kennisniveau doctoraal wiskunde. 





Dit initiatief is mede mogelijk gemaakt door financiële bijdragen van de Stichting PWT, 
Shell Nederland en Elsevier Science Publishers. 


INHOUDSOPGAVE 


PETER STEVENHAGEN 
Fermats laatste stelling en de ontwikkeling van de getaltheorie ….… 3 


RoB TIJDEMAN 


De Fermatvergelijking en enkele generalisaties …..... 15 
DoN ZAGIER 
Oplossingen van vergelijkingen in rationale getallen ….…..….…… …… 25 


FRITS BEUKERS 


Weteningen rond Beunmit „eevtnnr snie ssrkewensenhelinntinartedienstas 33 
FRANS OORT 

Elliptische krommen, van Taniyama-Weil naar Fermat ….…… 53 
JAAP ToP 

Hoe bewijst Wiles het Taniyama-Weil vermoeden? 73 
Chronologie van de laatste stelling van Fermat …….....…..... 93 


BODO: aen aaier tal leni on varende tabi a dte NE 97 


Fermats laatste stelling en de ontwikkeling van de getaltheorie 


Peter Stevenhagen 


Inleiding. 
Deze nationale Fermatdag is gewijd aan het simpele feit dat we sinds deze zomer weten 


dat voor ieder geheel getal n groter dan 2 de vergelijking 
atb =c 


geen oplossingen bezit waarvoor a, b en c gehele getallen verschillend van nul zijn. Dit is 
een tamelijk ongewoon thema voor zo’n grote bijeenkomst, en het roept waarschijnlijk de 
nodige vragen op. Men kan zich bijvoorbeeld afvragen waarom we genoemd feit zouden 
willen weten, en waarom we meer dan 350 jaar op het antwoord hebben moeten wachten. 
Immers, de vraag lijkt aanzienlijk minder fundamenteel dan bijvoorbeeld de vraag hoe 
atomen in elkaar zitten, en de oplossing is niet met krachtige deeltjesversnellers maar met 
pen en papier verkregen. Ook lijkt het of onze kennis niet wezenlijk vergroot is—er zijn 
heel veel vergelijkingen zonder oplossingen, en nu is er voor iedere n > 2 één meer—en de 
oogst van 350 jaar diep nadenken gering. 

Het is de bedoeling om vandaag enigszins duidelijk te maken wat wiskundigen bezielt 
om zich met dergelijke problemen bezig te houden, en waarom het verkregen resultaat 
gezien kan worden als een doorbraak in de zuivere wiskunde die aanzienlijk meer behelst 
dan een bewijs van een oud vermoeden. In deze voordracht wil ik in het bijzonder laten 
zien hoe een in simpele bewoordingen gesteld probleem als dat van Fermat aanleiding geeft 
tot onverwachte en diepliggende resultaten voor de getaltheorie als geheel. Ik realiseer me 
dat een deel van de motivatie voor het bestuderen van een probleem als dat van Fermat 
zich niet goed uit laat leggen: er zijn mensen die fundamentele eigenschappen van getallen 
fascinerend vinden en mensen wier belangstelling niet verder gaat dan de constatering dat 
ze handig zijn voor kassabonnetjes, kasboeken en salarisstrookjes. Op dezelfde manier kan 
men de samenstelling van maanstenen of de existentie van quarks, zaken die ons dagelijks 
leven op geen enkele manier beïnvloeden, wel of niet interessant vinden. Het feit dat 
de studie van gehele getallen tegenwoordig wel bepaalde toepassingen heeft gekregen zal 
vandaag niet als rechtvaardiging dienen: ik zal er van uit gaan dat een ieder die vandaag 
hier gekomen is een zekere affiniteit met getaltheoretische problemen voelt. In concreto 
betekent dat dat U de stelling van Pythagoras, waar ik zo meteen mee zal starten, niet in 
de eerste plaats op prijs stelt vanwege het nut dat deze in oude culturen voor landmeters 
gehad kan hebben, maar vooral vanwege de eenvoudige en elegante vorm van het verband 
tussen lengtes van driehoekszijden dat hij aangeeft. 


Pythagoreïsche tripels. 

De vergelijking van Fermat, waar we ons vandaag mee bezig zullen houden, is een alge- 
menere vorm van een vergelijking die grote bekendheid gekregen heeft vanwege de stelling 
van Pythagoras. Deze beroemde stelling geeft de fundamentele formule voor het berekenen 
van afstanden in het vlak of in de ruimte. Hij zegt dat voor een rechthoekige driehoek in 


b 


het platte vlak de relatie tussen de lengtes a en b van de rechthoekszijden en de lengte c 
van de schuine zijde gegeven wordt door de vergelijking 


a? + =c. 


Zijn twee van de zijden gegeven, bijvoorbeeld a = 2 en b = 3, dan kan men hiermee de derde 
zijde c = 13 berekenen. Zoals uit dit voorbeeld al blijkt is het niet zo dat, indien we twee 
van de zijden een gehele lengte geven, de derde zijde geheel of zelfs maar rationaal is. Het 
feit dat getallen als /13 niet als (rationale) breuk Z te schrijven zijn was de oude Grieken 
reeds bekend, en het had ironischerwijs tot gevolg dat de Pythagoreïsche natuurfilosofie, 
die de harmonie in de natuur aan geheeltallige verhoudingen toe wilde schrijven, toch niet 
geheel aan de verwachtingen voldeed. 

Enig proberen laat al snel zien dat er niettemin veel rechthoekige driehoeken met 
geheeltallige zijden zijn, en fraaie gelijkheden als 


3244252 en 52 +12 = 13? 


zijn dan ook heel lang bekend. Geheeltallige oplossingen (a,b,c) van de Pythagoras- 
vergelijking a? + b? = c° staan bekend onder de naam Pythagoreïsche tripels. Uit een 
gegeven tripel (a,b,c) kunnen we door vermenigvuldiging met een geheel getal k willekeu-- 
rig veel andere tripels (ka, kb, kc) maken. Dat is een beetje een flauwe manier, en het ligt 
dan ook voor de hand verder alleen naar primitieve Pythagoreïsche tripels te kijken. Dit 
zijn tripels (a,b,c) waarvoor a, ben c geen gemeenschappelijke factor k > 1 hebben. In 
het bijzonder geldt dan (a,b,c) # (0,0,0). 

Het blijkt dat er heel veel primitieve Pythagoreïsche tripels bestaan: als m en n 
willekeurige gehele getallen zijn, dan is het eenvoudig te verifiëren dat 


(m? — n?,2mn,m? + n°) 
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een Pythagoreïsch tripel is. Nemen we m en n met grootste gemene deler 1 en m + n 
oneven, dan krijgen we een primitief tripel. Voor de kleine waarden (m‚n) = (2,1) en 
(m‚n) = (3,2) krijgen we de eerder genoemde tripels (3,4,5) en (5,12,13). 

Men kan zich afvragen of onze methode om Pythagoreïsche tripels te maken alle 


mogelijke tripels geeft. Een stelling, die we al bij Euclides (+300 v. Chr.) kunnen vinden, 


zegt dat dit in essentie het geval is. Alvorens de stelling te formuleren merken we op dat in 
een primitief tripel a en b niet allebei oneven kunnen zijn: immers, vanwege het eenvoudig 
te verifiëren feit dat een oneven kwadraat een viervoud plus 1 is zou dit betekenen dat c? een 
even kwadraat is dat niet deelbaar is door 4, en dit is onmogelijk. Door eventueel a en bom 
te wisselen mogen we wel aannemen dat in een primitief tripel het getal b even is. Verder 
merken we op dat we voor a, b en c ook negatieve getallen kunnen nemen, daar immers 
(-z)? = z? geldt. Daar we van plan zijn de tripels (a,b,c) en (ka, kb, kc) als ‘hetzelfde’ te 
beschouwen kunnen we door eventueel ons tripel met k = —1 te vermenigvuldigen steeds 


uitgaan van tripels waarin c positief is. 


Stelling 1. Laat (a,b,c) een primitief Pythagoreïsch tripel zijn waarin b even is en c 
positief. Dan bestaan er gehele getallen m en n zodat 


a=m-—n? b= 2mn e= m? +n?. 


De getallen m en n hebben grootste gemene deler 1 en m + n is oneven. 


Er zijn veel bewijzen bekend van deze stelling. We zullen een meetkundig bewijs van de 
stelling aangeven dat in de voordracht van Zagier nader uitgewerkt wordt. 
Omdat c niet nul is kunnen we de vergelijking a? + b? = c? herschrijven als 


(afc)? + (b/e)? =1. 


Dit laat zien dat ons tripel (a,b,c) aanleiding geeft tot een punt (£, b) dat gelegen is op 
de eenheidscirkel C in het platte vlak, die immers door de vergelijking z? +y? = 1 gegeven 


y 


(alc, bic) 


b 
wordt. Het punt (£,2 


gemakkelijk in dat we voor een punt (z,y) op C met rationale coördinaten door ‘gelijknamig 
maken van z en y’ een primitief Pythagoreïsch tripel met c > 0 kunnen krijgen. Hiermee 
hebben we een getaltheoretisch probleem, namelijk het vinden van Pythagoreïsche tripels, 
teruggebracht tot een meetkundig probleem, namelijk het vinden van punten met rationale 
coördinaten op de eenheidscirkel. Men kan dit zien als een zeer eenvoudig voorbeeld van 
de verstrengeling van getaltheorie en meetkunde. De geschiedenis heeft geleerd dat zulke 
verbanden veel verder gaan dan vroeger gedacht werd, en het bewijs van Fermats laatste 


) is een punt met rationale coördinaten, en omgekeerd ziet men 


stelling is er een resultaat van. 


Om alle rationale punten op C te vinden maken we gebruik van een methode die we in de voordracht van 
Zagier nog in andere vormen terug zullen vinden. We gebruiken dat we tenminste één rationaal punt op 
C kennen, bijvoorbeeld P = (1,0). Is nu Q = (u,v) een willekeurig ander rationaal punt op C, dan wordt 
de verbindingslijn L van P en Q gegeven door de vergelijking 





L: y=r(r-1l) met r= 


De richtingscoefficient r = er Van deze lijn is rationaal, en omgekeerd is het zo dat we voor iedere 


rationale keuze van r een rationaal snijpunt Q van L met C vinden. Een korte berekening leert dat we 
voor gegeven rationale richtingscoefficient r = s/t het punt Q kunnen schrijven als 


r2-1 2r s2-t? 2st 
Oelniae (ner) 
rel r* +1 s“ Ht“ ss“ +t 


Nemen we s en t zonder gemeenschappelijke factoren, dan correspondeert dit met een primitief tripel 
(s2—t?,2st, #2 +t?) van de gewenste vorm als s+t oneven is. Is s+t even, dan is ((s? —t2)/2, st, (82 +t2)/2) 
primitief en we hebben (st‚(s? — £2)/2,(s? +t2)/2) = (m? — n?,2mn,m? + n?) voor m= (8 +t)/2 en 
n=(s-t)/2. 


We hebben hiermee een stelling die ons precies vertelt hoe Pythagoreïsche tripels er uit 
zien, en zelfs een meetkundige interpretatie die ons aan deze tripels laat denken als ra- 
tionale punten op de eenheidscirkel C. De doorsnijdingen van C met de coördinaatassen 
corresponderen met de ‘triviale’ tripels (a,b,c) waarin a of b nul is. Dit is zeker niet de 
formulering zoals we die bij Euclides vinden—al was het maar omdat onze moderne notatie 
die met letters rekent pas in de zestiende en zeventiende eeuw ontwikkeld werd en eerst 
door Euler in de achttiende eeuw in de ons nu bekende vorm gestandaardiseerd werd. De 
stelling zelf is echter een klassiek Grieks resultaat. 


Fermat en zijn laatste stelling 


De resultaten die de Grieken in de wiskunde bereikten bleven lange tijd het eindpunt in 
een ontwikkeling. Na de teloorgang van het wetenschappelijke centrum Alexandrië en de 
val van het Romeinse Rijk verzonk West-Europa in een duizendjarig moeras van christe- 
lijk ridderdom, terwijl het Byzantijnse Rijk en de opgekomen Arabische moslimcultuur de 
erfenis van de Klassieken bewaarden. Eerst in de Renaissance kwam hier verandering in, 
en sommigen stellen dat de geboorte van de moderne getaltheorie samenvalt met het ver- 
schijnen in 1621 van een gedrukt exemplaar van de overgeleverde boeken van Diophantus’ 
Arithmetica met Latijnse vertaling en commentaar van Bachet de Méziriac. Pierre de Fer- 
mat (1601-1665), werkzaam als jurist te Toulouse en één van de beste wiskundigen van zijn 
tijd, bezat een exemplaar en noteerde een aantal van zijn getaltheoretische ontdekkingen 
in de marge. Wat er met Fermats exemplaar gebeurd is is onbekend, maar Fermats zoon 
Samuel gaf in 1670 een gedrukte versie van zijn vaders Diophantus uit, inclusief de opmer- 
kingen in de marge. De beroemde marginale opmerking bij probleem 11.8 in Diophantus, 
dat gewijd is aan de ons nu bekende Pythagoreïsche tripels, luidt als volgt: 


Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos quadratoquadratos 
et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in duos eiusdem 
nominis fas est dividere cuius rei demonstrationem mirabilem sane deteri. 


Hanc marginis eziguitas non caperet. 


Deze opmerking, waarin Fermat beweert een wonderbaarlijk bewijs gevonden te hebben 
voor het feit dat een derde-macht niet als (echte) som van twee derde-machten geschreven 
kan worden, of een vierde-macht als som van twee vierde-machten en zo verder voor alle 
machten groter dan 2, is bekend geworden als de laatste stelling van Fermat. De reden 
hiervan is dat andere nagelaten problemen en stellingen zonder bewijs van Fermat in de 
loop der tijd opgelost werden, terwijl de status van deze opmerking onduidelijk bleef. 

Men kan zich afvragen hoe Fermat tot zijn generalisatie kwam: er zijn tenslotte andere 
generalisaties van de vergelijking a? +b? = c? denkbaar, zoals a? +b? = c? +d?. Zonder ons 
te wagen aan algemene beschouwingen over wiskundige esthetiek is Fermats generalisatie 
wiskundig gesproken de meest voor de hand liggende in de zin dat de meeste wiskundigen 
dit zo ervaren. Andere generalisaties zoals de genoemde zijn zeker ook bestudeerd, en 
er zijn vele fraaie stellingen over sommen van kwadraten. Geen van deze stellingen heeft 
echter een rol gespeeld in de ontwikkeling van de getaltheorie die vergelijkbaar is met die 
van Fermats laatste stelling. 

Als we er van uitgaan dat Samuel de woorden van zijn vader correct heeft weergege- 
ven_—het originele Diophantus-exemplaar van Fermat zelf is immers verdwenen—blijft het 
een onderwerp van speculatie of Fermat daadwerkelijk het bewijs had dat hij claimde, en 
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zo ja hoe het er uit gezien moet hebben. De meeste moderne wiskundigen zijn van mening 
dat het zeer onwaarschijnlijk is dat hij een correct bewijs bezat. Eén van de argumenten 
hiervoor is dat Fermat zelf sinds de beroemde aantekening in de marge, die hij rond 1638 
gemaakt moet hebben, tot aan zijn dood in 1665 nergens in zijn overgeleverde wetenschap- 
pelijke correspondentie op dit wonderbaarlijke bewijs terugkomt. Fermats slotopmerking 
dat zijn bewijs helaas niet in de marge van het boek paste is zeker van toepassing op het 
bewijs van Wiles dat wij thans bezitten: onder aanname van vele diepe resultaten die in de 
laatste tien jaar verkregen zijn en ver achter de horizon van Fermats wiskundig universum 
liggen beslaat het altijd nog zo’n tweehonderd pagina’s. 

Als d een deler is van de exponent n en de vergelijking a” + b* = c” oplossingen 
met abc # 0 bezit, dan hebben we ook zulke oplossingen voor de Fermat-vergelijking met 
exponent d—een eenvoudige opgave voor de lezer die Tijdeman in de volgende voordracht 
voor zal maken. Het is daarom voldoende de laatste stelling van Fermat te bewijzen voor 
exponent n = 4 en voor exponent n gelijk aan een oneven priemgetal. Immers, ieder getal 
n > l is een product van priemgetallen, en voor n > 2 is n hetzij deelbaar door 4, hetzij 
deelbaar door een oneven priemgetal. 

We merken nog op dat bewijzen dat een bepaalde vergelijking geen oplossingen heeft 
in principe moeilijker is dan bewijzen dat de vergelijking wel oplossingen heeft. In het 
laatste geval is het namelijk voldoende een oplossing op te schrijven, die bijvoorbeeld door 
proberen op een computer gevonden kan worden. In het eerste geval echter is een computer 
niet direct van nut, omdat we immers willen weten dat voor elk van de oneindig veel 
mogelijke waarden van a en b de som a” + b”* geen n-de macht is. Zoals we in Tijdeman’s 
voordracht zullen zien kan de computer wel gebruikt worden om te laten zien dat er voor 
bepaalde vaste waarden van de exponent n geen oplossingen met abc # 0 zijn. 

Er is zoals gezegd geen bewijs van Fermat zelf overgeleverd voor zijrr laatste stelling. 
Dit is wel het geval voor de speciale waarde n = 4 van de exponent. Het argument dat 
Fermat hiervoor geeft is een klassiek voorbeeld van wat men tegenwoordig een ‘descent- 
argument’ noemt. Hierbij construeert men uitgaande van een gegeven oplossing steeds 
een ‘kleinere’ oplossing. Zoals we in de voordracht van Zagier zullen zien zijn dergelijke 
argumenten zeer belangrijk in de arithmetische theorie van elliptische krommen. 


Omdat iedere vierde macht zeker een kwadraat is, is het voldoende te bewijzen dat de vergelijking af +b* = 
d? geen oplossingen met abd # 0 heeft. 


Stelling 2. Er zijn geen gehele getallen a, b en d verschillend van O die voldoen aan de vergelijking 


at + bf =d? 
Als er wel zulke getallen bestaan, dan kunnen we een tripel (a,b,d) vinden waarvoor d positief is (vervang 
anders d door —d) en zo klein mogelijk. We gaan nu bewijzen dat zo’n kleinste waarde van d niet kan 


bestaan door uitgaande van een tripel (a,b,d) met abd # O en a°* +b* =d? een nieuwe oplossing (u,v, w) 
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te construeren waarvoor 0 < w < d geldt. De conclusie is dat onze hypothetische oplossing (a,b,d) niet 
kan bestaan, en de stelling is bewezen. 

Voor onze oplossing (a,b,d) is (a?,b?,d) een (primitief) Pythagoreïsch tripel, en onder gebruikmaking 
van stelling 1 kunnen we concluderen (na geschikte keuze van tekens en eventueel verwisselen van a en b) 
dat er getallen m en n zonder gemeenschappelijke factoren bestaan zodat 


a“ =m° —n b? = 2mn d=m? +n?°. 


Uit de eerste vergelijking leiden we af dat m oneven moet zijn en n even (gebruik dat a? een viervoud 
plus 1 is), en de tweede vergelijking laat dan zien dat m een kwadraat en n twee keer een kwadraat is 
(gebruik dat m en n geen gemeenschappelijke priemfactoren hebben—op dit principe komen we dadelijk 
uitvoerig terug). Schrijven we nu de eerste vergelijking als a? + n? = m?, dan zien we dat (a,n,‚m) weer 
_een (primitief) Pythagoreïsch tripel is. We passen dus nogmaals onze stelling toe om getallen s en t zonder 
gemeenschappelijke factoren te vinden zodat 


az=s-t? n= 2st m=s +t? 


geldt. Omdat n twee keer een kwadraat is kunnen we uit de tweede van deze vergelijkingen concluderen 
dat s en t kwadraten zijn. 

Het resultaat van al deze overwegingen is dat er getallen u,v en w bestaan zodat we 8 = u?, t = v? 
en m = w? hebben. De vergelijking m = 8? +t? kunnen we dan herschrijven als 


wi =u +vf, 
zoals gewenst. We hebben uuw # 0 (ga na) en de ongelijkheden 
O<w<w?=m<mitn?=d 


laten zien dat de nieuw geconstrueerde oplossing (u,v,w) inderdaad kleiner is dan de ‘beginoplossing? 
(a,b,d). Dit besluit het bewijs. 


Methodes van Euler en Kummer 


Nu we de laatste stelling van Fermat bewezen hebben voor de exponent n = 4 moeten we 


nog laten zien dat voor ieder priemgetal p > 2 de implicatie 
FP =e =S abc = 0 


geldt. Om dit te bewijzen zijn sinds Fermat heel veel verschillende methoden ontwikkeld, 
en ter afsluiting wil ik een methode schetsen die we in geschreven vorm voor het eerst 
tegen komen bij de grootste wiskundige van de achttiende eeuw, de Zwitser Leonhard 
Euler (1707-1783). Onder de handen van Gauss (1777-1855) en Kummer (1810-1893) 
ontwikkelden dergelijke argumenten zich tot de fundamenten van wat wij vandaag de dag 
algebraïsche getaltheorie noemen. 

Heel onnauwkeurig gezegd komt de methode er op neer dat we proberen het linkerlid 
van onze vergelijking a? + bP = cP te splitsen in lineaire factoren en te bewijzen dat voor 
een oplossing elk van deze factoren een p-de macht is. Dit zal in veel gevallen tot een 
tegenspraak leiden. 

Alvorens naar het geval van oneven priemexponent p te kijken zullen we het geval van 
Pythagoreïsche tripels nog eens in detail bestuderen. Veel fundamentele problemen blijken 
al in dit eenvoudige voorbeeld aan het licht te treden. Stel dus dat we weer proberen 
primitieve oplossingen te vinden van de kwadratische vergelijking a? + b? = c?, zeg met b 
even en c > 0. Als we de vergelijking herschrijven als c? — a? = b? kunnen we het linkerlid 
schrijven als c? — a? = (c+a)(c— a), en omdat a en c oneven zijn zijn alle factoren in de 


c+a\f/c—a b\2 
( 2 ) ( 2 ) B 5) 
geheel. Als (a,b,c) een primitief tripel is hebben de factoren in het linkerlid geen gemeen- 


schappelijke factoren, want een factor k die zowel (c +a)/2 als (c—a)/2 deelt ook de som 


c= GE + SA en het verschil a = S42 — 258, en dus zowel a, bals c. We beroepen ons nu 
2 ) D) 2 ’ 


vergelijking 





op een welbekend feit. 


Principe. Als het product van twee positieve getallen A en B zonder gemeenschappelijke 
factoren een kwadraat is, dan is zowel A als B een kwadraat. 


Uitgaande van de stelling van de eenduidige priemfactorontbinding, die zegt dat elk getal 
op een unieke manier te schrijven is in een product van priemgetallen, is het bewijs van 
dit principe niet moeilijk te geven. Passen we dit principe toe op de positieve getallen 
A= S£ en B = £52, dan vinden we getallen m en n met m? = Ee enn? = ene, Het 
nemen van som, verschil en product geeft de gelijkheden 








a=m?—n? c= m? +n? b/4 = m?n?, 
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en we zien dat we een nieuw bewijs hebben gekregen van stelling 1. 

Bovenstaand bewijs berust op het feit dat we de uitdrukking c? —a? in lineaire factoren 
kunnen ontbinden. Voor exponenten groter dan 2 is dat niet meer het geval, en men kan 
denken dat het bewijs daarom niet te generaliseren is. De revolutionaire gedachte van 
Euler was dat niet-ontbindbare uitdrukkingen wel ontbindbaar worden onder uitbreiding 
van het getalbegrip. Ik wil dit illustreren aan de hand van de vergelijking a? + b? = c? 
zelf, waarvan het linkerlid onontbindbaar lijkt omdat het niet het verschil maar de som 
van twee kwadraten is. Schrijven we a? + b? = a? — (—b?), dan zien we dat het probleem 
ge als we —b? tot een kwadraat praten. De voor de hand liggende identiteit is 


= (b/-—1)? en daarmee 
a? +b? = (a +bV-1)(a —bV-1). 


Dit ziet er op het eerste gezicht wat bizar uit, omdat het bekend is uit de elementaire 
wiskunde dat men geen wortel kan trekken uit negatieve getallen. Wie bekend is met 
complexe getallen weet al dat /—1 een bijzonder nuttige uitvinding is, maar dat wil ik 
hier niet bekend veronderstellen. Laten we dus niet bang zijn voor het symbool /-1 en 
doodleuk verder rekenen met de verkregen uitdrukkingen van de vorm a + bv/—1, met a 
en b ‘gewone’ gehele getallen. Deze complexe gehele getallen, waaraan de naam van Gauss 
verbonden is, laten zich eenvoudig optellen en vermenigvuldigen: 


(a + bV-1) + (e + dV-I) = (a +e) + (b+d)V-1 
(a +bV/-1)(e + dV-1) = (ac — bd) + (ad + be)V-1. 


Hierbij zijn in de tweede regel de bekende regels voor het wegwerken van haakjes gebruikt. 
We willen graag ons principe toepassen op de Pythagoreïsche vergelijking 


(a +bV/-1)(a —bV-1) = 


Hiertoe moeten A = a+ b/-len B = a—b/-1 geen gemeenschappelijke factoren 
hebben, en dit lijkt het geval te zijn omdat de som A + B = 2a en het verschil A — B = 
2b/—1 van A en B vanwege de primitiviteit van ons tripel (a,b,c) slechts een factor 2 
gemeenschappelijk hebben en hun product (c?) oneven is. Passen we nu zonder verder 
nadenken ons principe toe, dan moet a + b/—1 een kwadraat zijn van een complex geheel 
getal, zeg 


a+b/-1=(m+tnv-1)? = (m? —n?) + 2mn-1. 


Vergelijken we de uitdrukkingen links en rechts, dan komen we voor een derde keer terecht 
op de vertrouwde gelijkheden a = m? — n? en b= 2mn. 

Het bereikte resultaat boezemt natuurlijk vertrouwen in, ook al zijn we met de me- 
thode op enigszins speculatief terrein geraakt. Iets preciezer geformuleerd hebben we de 
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positiviteits-voorwaarde in ons principe onder tafel gemoffeld en over ‘gemeenschappelijke 
factoren’ van complexe gehele getallen gepraat alsof het duidelijk was wat dat betekende. 
Indien we soortgelijke argumenten op de Fermatvergelijking a? + bP = cP met priemgetal- 
exponent p > 2 toepassen zijn de problemen voor een klein priemgetal als p = 3 nog 
redelijk te overzien, en dit ‘verklaart’ dat Euler voor dit geval een min of meer sluitend 
bewijs kon geven. 


De lezer kan nagaan dat de introductie van een complex getal C = -3 + $V/-3, dat voldoet aan de 
vergelijking C? +(+ 1 = 0, leidt tot een ontbinding 


a +b® = (a +b)(a + Cb)(a + (2) =c? 


van de Fermatvergelijking voor exponent 3. Getallen van de vorm a + b{ gedragen zich ‘net zo’ als de 
getallen a + by/—1. Voor priemgetal-exponenten p > 3 heeft men niet langer genoeg aan wortels uit 
negatieve gehele getallen: de rol van het element ( hierboven wordt dan overgenomen door een oplossing 
van de vergelijking (P-Ì +(P-2 4... +2 +C+1=0. Zo’n oplossing is bijvoorbeeld het complexe getal 
cos(2/p) + sin(2n/p)V-1. 


Voor grotere waarden van p treden er echter serieuze problemen op. Het soort complexe 
gehele getallen dat hierbij optreedt blijkt zich in een aantal opzichten totaal verschillend 
te gedragen van de ons bekende ‘gewone’ gehele getallen. De problemen zijn hierbij van 
tweeërlei aard. 

Het eerste probleem betreft de geschikte generalisatie van de positiviteits-voorwaarde 
in ons principe. Dit is een ‘tekenkwestie’ die verband houdt met de twee delers 1 en —1 
van het getal 1. Voor algemene complexe gehele getallen moeten we ook naar delers van 
het getal 1 kijken, en het blijkt dat dat er oneindig veel kunnen zijn. 

Het tweede probleem betreft het praten over ‘factoren’ van complexe gehele getallen 
op een manier die suggereert dat zulke getallen te schrijven zijn als unieke produkten van 
priemfactoren. Dit laatste blijkt helemaal niet het geval te zijn. Kijken we bijvoorbeeld 
naar getallen van de vorm a + b/—5, die op een even eenvoudige manier opgeteld en 
vermenigvuldigd worden als de getallen a+by/—1 waar we net gebruik van hebben gemaakt, 
dan kunnen we proberen het getal 6 in factoren te ontbinden. Er zijn twee mogelijke 
antwoorden, namelijk 


6=2-3=(1+V-5)(1— V-5). 


Alle optredende factoren kunnen niet verder ‘ontbonden’ worden, en de priemfactor 2 die 
maakt dat 6 even is lijkt in de ontbinding 6 = (1 + /—5)(1 — V—5) spoorloos verdwenen 
te zijn. 

Het is de verdienste van Kummer geweest om deze problemen, die absoluut funda- 
menteel zijn voor de getaltheorie, tot een bevredigende oplossing te brengen. Het zou te 
ver gaan Kummers theorie van ideaalfactorisatie, die door veel van zijn tijdgenoten als 
uiterst ingewikkeld en mysterieus beschouwd werd, hier uiteen te zetten. Het behoort 
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tegenwoordig tot de standaardkennis van de getaltheoreticus. Laat ik afsluiten met het 
resultaat dat Kumrmer onder gebruikmaking van zijn nieuwe theorie voor Fermats laatste 


stelling kon bewijzen. 


Stelling 3. Laat p > 2 een regulier priemgetal zijn. Dan heeft de vergelijking a? +bP = cP 
geen oplossingen met abc # 0. 


Deze stelling is natuurlijk niet compleet zonder de mededeling dat een priemgetal p > 3 
regulier genoemd wordt als geen van de getallen 12 + 22 + … + p?, 1* +2* + … + pf tot 
en met 1P-3 + 2P-3 + … + pP=3 door p? deelbaar is. Zo is bijvoorbeeld het priemgetal 7 
regulier, want 1? + 22 + … +7? = 140 en 1* + 2* + … + 7% = 4676 zijn niet deelbaar door 
7? = 49. Het priemgetal 37 is niet regulier, want 132 + 232 + … + 3732 is, zoals iedere 
bezitter van een rekenmachine gemakkelijk nagaat, deelbaar door 37? = 1369. Op grond 
van zowel numerieke gegevens als heuristische argumenten lijkt het of ongeveer 60% van 
alle priemgetallen regulier is. Voor de priemgetallen onder de 100 vinden we: 


regulier : p=3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,41,43,47,53,61,71, 73,79, 83, 89, 97 
irregulier : p = 37,59, 67. 


Merk op dat de distributie voor kleine priemgetallen over beide gevallen kennelijk niet 
representatief is. 

Ik wil verwijzen naar de voordracht van Tijdeman voor andere resultaten aangaande 
Fermats laatste stelling. Het bewijs van Wiles en Ribet gebruikt geheel nieuwe methodes 
die in de voordracht van Zagier geïntroduceerd zullen worden. Een schets van het bewijs 
zelf, dat wiskundig gesproken veel hogere eisen aan de luisteraar stelt, wordt tenslotte in 
de twee middagvoordrachten door Oort en Top gegeven. 
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DE FERMATVERGELIJKING EN ENKELE GENERALISATIES 
door R. Tijdeman (Leiden) 


1. Fermat’s stellingen. 


Als over Fermat’s laatste stelling wordt gesproken, wordt gesuggereerd dat hij 
meerdere stellingen zou hebben. Dat klopt, maar we moeten het woord ‘stelling’ 
hierbij verstaan als ‘bewering’. In deze tijd, waarin iets in de wiskunde pas als 
waar geldt als het bewezen is, spreken we in zo’n geval over ‘claim’ of ‘vermoeden’. 
Er zijn maar een paar resultaten bekend waarvan Fermat een volledig bewijs gaf. 
Een van die resultaten is dat de vergelijking a* +b* = c? en dus ook de vergelijking 
a* + bf = ct geen andere oplossingen in gehele getallen heeft dan degene waar- 
voor minstens één van a,b,c gelijk aan 0 is. Zie hiervoor de tekst van de eerste 
voordracht. 


Eén van Fermat’s stellingen luidt dat als p een priemgetal is en a een getal dat 
niet door p deelbaar is, dat dan 


a?! —1 door p deelbaar is. 


Deze stelling, door Euler bewezen, staat nu bekend als de kleine stelling van Fer- 
mat. Er geldt bijvoorbeeld: 

(a=2, p=7) 2 — 1 = 63 is deelbaar door 7 en 7 is priem, 

(a=3, p=1l) 3 — 1 = 59048 is deelbaar door 11 en 11 is priem, 

(a=2, p=15) 24 — 1 = 16383 is niet deelbaar door 15, maar 15 is niet priem. 
Deze stelling speelt een belangrijke rol in de methoden die gebruikt worden om na 
te gaan of een gegeven getal van 50 of meer cijfers priem is of samengesteld. 


Een andere stelling van Fermat, ook later door Euler bewezen, is dat vier kwadra- 
ten geen rekenkundige rij (l,l + k‚l + 2k,l + 3k) kunnen vormen. Voor drie 
kwadraten is dit wel mogelijk, bijvoorbeeld 1,25,49 en 1,841,1681. Overigens 
is het probleem van drie n-de machten in rekenkundige rij nauw verwant met Fer- 
mat’s laatste stelling. Immers, als a”,‚c”,b” een rekenkundige rij vormen, geldt 
b" —_c* =c"* — a”, ofwel 


(1) a” +b" = 2". 


Dit is Fermat’s vergelijking met een extra coëfficiënt 2. 


Nog een fundamentele stelling van Fermat, door Euler bewezen, is dat elk natuur- 
lijk getal te schrijven is als som van vier kwadraten. In 1770, beweerde Waring 
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dat elk natuurlijk getal de som is van negen derdemachten, tevens de som van 19 
vierdemachten, en zo voort. In 1912 completeerde Kempner een onvolledig bewijs 
van Wieferich van het resultaat voor de derdemachten en pas in 1985 werd door 
Balasubramanian, Deshouillers en Dress de bewering voor vierdemachten bewezen. 
Over het enzovoort zou nog heel veel te zeggen zijn. 


Toch maakte Fermat wel onderscheid tussen gegronde en ongegronde beweringen. 
Zo formuleerde Fermat de “propositie” dat 22° +1 voor elk natuurlijk getal n een 
priemgetal is, maar voegde hij er aan toe dat hij geen sluitend argument had. De 
getallen 


2413, Hie, A tle=17, 22 +1=257, 2 41 = 65537 


zijn inderdaad priemgetallen. Dat 22° #1 = 4294967297 door 641 deelbaar is, en 
dus niet priem is, werd door Euler ontdekt. We weten nu dat 22” +1 samengesteld 
is voor n = 5,6,.…,21 en voor een groot aantal andere waarden van n. Er is geen 
n > 4 bekend waarvoor 22° +1 priem is. 


2. Het eerste en het tweede geval. 

Stel n‚a,b en c zijn positieve getallen zódat 

(2) a" +b*=c* en n>3. 

(Het Pythagoreïsche geval n = 2 is tijdens de vorige voordracht behandeld.) 


Stevenhagen heeft tijdens de vorige voordracht opgemerkt dat het voldoende is de 
laatste stelling van Fermat te bewijzen voor n = 4 en voor exponent n gelijk aan 
een oneven priemgetal, en dat Fermat zelf de stelling bewees voor het geval n = 4. 
Het bewijs voor n = 4 is te vinden in de tekst van de eerste voordracht. Wij 
beschouwen voortaan het resterende geval dat de exponent een oneven priemgetal 
is. We veronderstellen dus dat er een oneven priemgetal p en positieve getallen 
a,b en c zijn zódat 


(3) aP +bP =P. 


We zullen daarbij ook steeds aannemen dat ggd(a,b) = 1 d.w.z. dat de oplossing 
primitief is. Dit bereiken we door een eventuele gemeenschappelijke factor uit te 
delen. 
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Omdat p oneven is, hebben we de volgende ontbindingen (ga na): 


aP=cP HP =(e—b(ePTt +ePT?b + … +bPTI), 
P=cP—aP=(e—a)(eP + ePT?at… tart), 
cP=aP +b? = (a +b)(a?”! —aPT?b 4 … + bPT!). 


Het door Stevenhagen genoemde Principe kan zonder extra inspanning als volgt 
gegeneraliseerd worden: 


Principe. Als het product van twee positieve getallen zonder gemeenschappelijke 
factoren een p-de macht is, is elk van de getallen een p-de macht. 


Het ligt voor de hand om na te gaan of dat bij bovenstaande ontbindingen opgaat. 
Barlow, en later Abel, gebruikte aan het begin van de vorige eeuw congruenties 
om aan te tonen dat de twee factoren rechts òf geen deler gemeen hebben òf alleen 
een factor p en dat in het laatste geval de tweede factor niet door p? deelbaar is. 
Merk op dat in het laatste geval abc door p deelbaar is. 


We onderscheiden nu: 
Geval 1: er is een oplossing van (3) met abc niet deelbaar door p. 
Geval 2: er is een oplossing van (3) met abc wel deelbaar door p. 


In Geval 1 zijn de factoren niet door p deelbaar en is hun grootste gemene deler 
dus 1. Omdat het product een p-de macht is, zijn beide factoren rechts dan p-de 
machten. In Geval 2 is òf a òf b òf c door p deelbaar. Als bijvoorbeeld a deelbaar 
is door p, dan hebben de factoren op de tweede en derde rij geen deler gemeen en 
is elke factor een p-de macht, terwijl de tweede factor op de bovenste rij één factor 
p heeft. Omdat a? liefst p factoren p heeft (of meer), is kennelijk c — b deelbaar 
door p?—!. 


__ Sophie Germain gebruikte bovenstaande argumenten tezamen met de kleine 

stelling van Fermat en een directe toepassing van het Legendre symbool om aan 
te tonen dat als p een oneven priemgetal is en ook 2p + 1 een priemgetal is, dat 
dan de Fermatvergelijking geen oplossingen in Geval 1 heeft. Voorbeelden van 
zulke priemgetallen p zijn 3,5,11,23 en 29. Deze resultaten werden in 1823 door 
Legendre en Cauchy aan de Franse Akademie van Wetenschappen meegedeeld, 
omdat vrouwen hun ontdekkingen niet persoonlijk mochten presenteren. Legendre 
toonde daarna op soortgelijke wijze aan dat priemgetallen p waarvoor Ap +1, 8p+ 
1, 10p +1, 14p +1 of 18p. + 1 ook priem zijn in Geval 1 ook geen oplossingen 
hebben. Hiermee was bewezen dat er geen oplossingen zijn in Geval 1 als p < 100. 
Germain’s argumenten zijn ook herkenbaar in het bewijs van een diep resultaat 
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van Adleman, Fouvry en Heath-Brown uit 1985 dat er oneindig veel priemgetallen 
Zijn waarvoor er geen oplossing in Geval 1 is. 


3. Afschattingen. 


In 1909 vond Wieferich dat er in Geval 1 wel heel bijzondere dingen gebeuren. 
Volgens de kleine stelling van Fermat geldt dat 2P”! — 1 deelbaar is door p voor 
elk priemgetal p. Wieferich vond dat als Geval 1 zou optreden, 


2P-1_ 1 zelfs deelbaar is door p?. 
Dat maakt het gemakkelijk om voor p's aan te tonen dat het Geval 1 niet voorkomt, 
bijv. 
210 _ 1 = 1023 is niet deelbaar door 11°, 
212 _ 1 = 4095 is niet deelbaar door 132. 


Computerberekeningen hebben ons geleerd dat er maar twee priemgetallen p onder 
de 3x10° zijn waarvoor 2P-*—1 deelbaar is door p?, namelijk p = 1093 en p = 3511. 


In 1909 bewees Mirimanoff bovendien dat als Geval 1 optreedt ook nog 3?7* — 1 
deelbaar is door p?. Omdat dit niet het geval is voor p = 1093 en p = 3511, blijkt 
dat in Geval 1 

p>3x 10°. 


Verschillende mensen, die ik hier niet zal noemen, hebben deze lijn van onderzoek 
voortgezet. Tenslotte is door Granville en Monagan bewezen dat in Geval 1 zelfs 
voor elk priemgetal q < 89 geldt dat 


q?-*—1 deelbaar is door p?. 


Tanner en Wagstaff hebben met dit resultaat recentelijk de grens voor p voor Geval 
l opgetrokken tot 


(4) p > 1,56 x 1017. 


Inkeri toonde in 1953 aan dat in Geval 1 


a (Ee ze) 
log(3p) / ° 
Vullen we (4) in deze grens in, dan vinden we dat in Geval 1 het getal a, uit- 


geschreven in het tientallig stelsel, tenminste 7,8 x 1018 cijfers telt! Een oplossing 
met zoveel cijfers kan een mens helemaal niet uitschrijven. 
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Voor Geval 2 bewees Inkeri een soortgelijke grens, namelijk 


a> pSPrt. 


Maar de ondergrenzen voor p waren in Geval 2 niet zo hoog, als in Geval 1. 
Jarenlang lag de ondergrens voor p in Geval 2 tussen de 100.000 en 200.000, maar 
recentelijk is via nieuwe computerberekeningen de grens door Buhler, Crandall en 
Sompolski opgetrokken tot viermiljoen. In Geval 2, en dus voor elke positieve 
oplossing van a? + b? = c?, geldt 


p> 4x 106, a > 10710, 


Dit was de situatie voordat Wiles de laatste stelling van Fermat bewees. Overigens 
zou met deze technieken Fermat’s laatste stelling nooit bewezen worden, zelfs niet 
als computers nog een miljoen keer sneller werden. Maar er was niemand meer die 
aan de juistheid van Fermat’s laatste stelling twijfelde. 


In 1983 bewees Faltings een resultaat in de arithmetische algebraïsche meetkunde 
waarmee in één klap een aantal bekende vermoedens bevestigd werden. Eén van de 
toepassingen van zijn resultaat is dat de Fermatvergelijking (2) voor vaste n > 3 
maar eindig veel oplossingen a,b,c met ggd(a,b) = 1 heeft. De bewijsmethode van 
Faltings stelt ons niet in staat om voor willekeurig gegeven n alle oplossingen te 
bepalen. 


4. Het ABC-vermoeden. 


Een minder voor de hand liggende, maar soms zeer vruchtbare methode om een 
probleem op te lossen is om het probleem te generaliseren, een typische eigenschap 
van wiskundigen! Het ontdoen van speciale omstandigheden kan de onderliggende 
structuur blootleggen en de weg wijzen naar de oplossing. Natuurlijk moet men 
veel inzicht en een goede intuitie hebben om een dergelijke generalisatie te vinden. 
Soms wordt de weg gewezen door reeds verkregen resultaten in verwante, maar 
eenvoudiger situaties. 


Dit is ook met Fermat'’s laatste stelling geprobeerd. Eén generalisatie lijkt bijzon- 
der goed de structuur aan te geven, namelijk het ABC-vermoeden. Dit vermoeden 
werd in 1985 geformuleerd door Oesterlé en Masser naar analogie van een resul- 
taat over functielichamen. Zij N(n) het product van alle priemgetallen die n delen. 
Anders gezegd, als n = pi ph ..pkt de ontbinding van n in priemfactoren is met 
Di < P2 < … < pr, dan is N(n) = pip2.…pr. Dus 


N(100) = 10, N(2000) = 10, N(999) = 111, N(1001) = 1001. 
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Merk op dat N(n) < n, dat N(n) = n precies dan als kj = k2 = … = k, = 1 en 
dat N(nk) = N(n) voor elke k en n. 


Het ABC-vermoeden voor exponent 2 zegt dat voor elk drietal positieve getallen 
A,B‚C met A+B=C en ggd(A, B) = 1 geldt 


(5) C < (N(ABC))?. 


Bijv: 
9+16=25, N(9-16-25)=30, 25 < 30%; 
1+80=81, N(1-80-81)=30, 81 < 30%; 
1 + 2400 = 2401, N(1-2400-2401) = 210, 2401 < 2102. 


De laatste stelling van Fermat is een speciaal geval van het ABC-vermoeden voor 
exponent 2. Stel a” +b" =c" met 0 <a <b<ecen ggd(a,b) = 1. Dan volgt uit 
(5) dat 

c” < (N(a”b*c”))? = (N(abe))? < (abe)? < cf. 


Dus n < 6. We weten echter dat (2) voor n < 6 geen oplossingen heeft. Als het 
ABC-vermoeden voor exponent 2 waar is, is dus ook de laatste stelling van Fermat 
waar. 


We voeren een ABC-constante g(A,B) in om aan te geven hoe bijzonder een 
drietal (A, B, A + B) is. Schrijf 


log C 
A, B) = rEN(ABT) 


Dus 9(1,80) = iso = 1,292 en 9(1,2400) =— PEAT = 1,456. Het ABC- 
vermoeden voor exponent 2 beweert dat g(A,B) < 2 voor alle A en B met 
ggd(A,B) = 1. Er zijn wiskundigen die geprobeerd hebben drietallen te vin- 
den met hoge ABC-constante, maar het succes is beperkt. De gouden, zilveren en 


bronzen medaille zijn in handen van: 


Reyssat: 310 x 109 +2 = 23°, g = 1,62991; 
De Weger: 32567* + 112 = 221 « 23, g = 1,62599; 
Browkin & Brzezinski:19 x 1307 +7 x 29° x31® = 28 x32 x5f, g=1,62349. 


De keuze van de exponent 2 is dus niet willekeurig. Wellicht kunnen we zelfs 
1,7 of 1,63 nemen. Het ABC-vermoeden is dat we zelfs als exponent elk getal 
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groter dan 1 kunnen nemen, mits we een eindig rijtje uitzonderingen toestaan. De 
lijst uitzonderingen wordt natuurlijk langer naarmate we de exponent dichter bij 
1 kiezen. We kunnen het ABC-vermoeden ook zo uitdrukken: 


Bij elk getal e > 0 bestaat een getal k, > 0 zódat voor elk drietal positieve getallen 
A,B‚C en met A+ B = C en ggd(A, B) = 1 geldt dat 
(6) C < k(N(ABC))!+S. 


Ik acht het onwaarschijnlijk dat binnen enkele jaren ook het ABC-vermoeden be- 
wezen zal worden. 


5. De vergelijking a" +b° = ct. 


We beschouwen deze vergelijking in positieve gehele getallen waarbij r, s en t groter 
dan 1 zijn. Het is een generalisatie van de Fermat-vergelijking, die we terugvinden 
door r = s =t > 3 te nemen. Ook is het een generalisatie van een andere bekende 
vergelijking, de Catalan-vergelijking 1 +b° = c', die vraagt naar paren machten 
die 1 verschillen zoals 8 = 2% en 9 = 32. Het bepalen van alle oplossingen van de 
vergelijking a” + b° = c' is op dit moment nog veel te moeilijk voor ons, maar het 
ABC-vermoeden geeft precies aan wat we kunnen verwachten. 


We zullen nog een stapje verden gaan en vaste coëfficiënten toestaan. Laat K,L 
en M vaste positieve gehele getallen aangeven. Dan beschouwen we de vergelijking 


(7) Ka" + Lb = Mc 


in positieve getallen a,b‚c,r,s,t met r>1l,s>1,t>1. 


Hieronder valt ook de vergelijking a” + b" = 2e” die we tegenkwamen bij het 
probleem van een rekenkundige rij van drie n-de machten. Zie (1). 


Granville & Darmon hebben pas geleden bewezen dat als r‚ s en t vaste constanten 
zijn met de eigenschap ì + Ì + d < 1, dat dan (7) maar eindig veel oplossingen 
a,b,c met ggd(Ka, Lb) = 1 heeft. Ze gebruiken in het bewijs het diepe resultaat 
van Faltings uit de arithmetische algebraïsche meetkunde. 


Er zijn maar weinig gevallen met £ + 2 +? > 1. Zonder verlies van algemeenheid 
kunnen we r < s <t veronderstellen. Dan resteren alleen: 


r=s=?2, t willekeurig, 
r=2,s=3, f=3,4,5,6 
rms, td 
F=dhard, fd 


al 





In elk van deze gevallen zijn coëfficiënten K,L en M te bepalen zódat (8) oneindig 
veel oplossingen (a,b,c) met ggd( Ka, Lb) = 1 heeft. 


Hoewel dat niet nodig is, keer ik voor het gemak terug naar de vergelijking 
(8) ar +b'=c' 


waarbij a, b,‚c,‚r‚s en t variabelen groter dan 1 zijn met ggd(a,b) = 1. We hebben 
al gezien dat Ì + it ï < 1 een natuurlijke eis is. Ik tegenstelling tot de Fer- 
matvergelijking zijn er nu wel oplossingen, maar ik ken er eigenlijk maar negen: 


Bret, Parle u, deg, 8e = 102, 
177 +76271® = 21063928?, 1414% + 2213459? = 65’, 9262 + 15312283? — 1137, 
43° + 96222® = 30042907?, 33° + 1549034? = 15613°. 


(De laatste vijf werden door F. Beukers en D. Zagier gevonden bij de voorbereiding 
van deze dag. Het is interessant om te weten of er nog meer zijn.) 


Als het ABC-vermoeden waar is, zijn er maar eindig veel: 


Stelling. Als het ABC-vermoeden (6) waar is, zijn er maar eindig veel positieve 
getallen a”‚b°,‚c' met a” +b* =c' en ggd(a,b)=leni+i+gt <1. 


Bewijs. Merk op dat a” < cf en b° < cf. Passen we het ABC-vermoeden (6) met e = 0,01 op (8) 


toe, dan vinden we 
c' < k(N(a”b*cty)er 


waarbij k een constante is. Er geldt N(a"b*ct) = N(abc) < abc en a < c'/” en b < ct/*. Dus 
krijgen we 
ce < k(ct/rctl8ctjh01 EE kler +s+ejnole, 


Nemen we links en rechts de t-de wortel, dan volgt 


ct BEER). 


Als 2 + 2 + < 1, dan is En + 2 + 7 <1 5 (ga na). Omdat 1, 01(1 — 5) < 0,99, krijgen we 


sd ki e®:99 
en hieruit 
ct < ki00 
Dus a”,‚b° en ct zijn alle kleiner dan de constante k100. mn 
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Als a” +b" = c” voor gehele getallen a,b,cen n > 1, dan kunnen we de drie termen 
door de gemeenschappelijke factoren delen en zo twee n-de machten construeren 
die geen deler gemeen hebben en een n-de macht als som. Het is dus geen verlies 
van algemeenheid om in (2) en (3) te eisen dat ggd(a,b) = 1. Ik zal aantonen dat 
de situatie bij vergelijking (8) heel anders is. 


Als we niet eisen dat ggd(a,b) = 1, dan kunnen we voor de meeste drietallen r, s,t 
zonder veel moeite willekeurig grote oplossingen van (8) construeren, die niet door 


deling tot kleinere oplossingen te herleiden zijn. 


Stel we nemen r =3, s=5, t= 7. (Merk op En + ï + ï < 1.) We gaan uit van een willekeurige 
optelling, bijvoorbeeld 
2+11=13. 


We construeren nu een oplossing van (8) van de vorm 


(9) Pad Dd ed En (2-11-13-)5 — (2-11:13:)7. 


Voor 2 zoeken we een exponent die deelbaar is door 5 en 7 en een drievoud min 1 is, bijvoorbeeld 
35. 

Voor 11 zoeken we een exponent die deelbaar is door 3 en 7 en een vijfvoud min 1 is, bijvoorbeeld 
84. 

Voor 13 zoeken we een exponent die deelbaar is door 3 en 5 en een zevenvoud min 1 is, bi Jvoorbeeld 
90. 

De vermenigvuldiger is nu 23° 1184 13%, Zo vinden we de oplossing. 


Uitgeschreven ziet dit er zeer indrukwekkend uit: 


1547589240299785823726670167893391516174773576966145316858318721024® 
+7275552164165847980296075937114611130752° 


= 30417658532208781722372557216”. 


Toch is het niet zo dat we deze oplossing kunnen reduceren tot een kleinere oplossing van (9) 
door de termen door een vast getal te delen. 


Litt. P. Ribenboim, 13 Lectures on Fermat’s Last Theorem, Springer- Verlag, 1980. 
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OPLOSSINGEN VAN VERGELIJKINGEN IN RATIONALE GETALLEN 


D. ZAGIER 


Het gebied van de diophantische vergelijkingen, genoemd naar de grote Griekse wiskun- 
dige Diophantus, is een van de oudste en mooiste theorieën in de wiskunde. Ik zal in deze 
voordracht proberen een kort overzicht over een aantal belangrijke ideeën uit deze theorie 
te geven en ook te laten zien hoe deze ideeën in de laatste jaren tot een bewijs van de 
laatste stelling van Fermat hebben geleid. 

De centrale vraag van de theorie van diophantische vergelijkingen is de oplosbaarheid 
van polynomiale vergelijkingen in rationale getallen. Men heeft dus een vergelijking — 
Fermat’s vergelijking a” +b" = c”* met n vast is natuurlijk het voorbeeld dat ons vandaag 
het meest bezighoudt—en wil weten 

— zijn er oplossingen waar alle voorkomende variabelen rationale getallen (d.w.z. 
breuken) zijn? 

— zo ja, zijn er oneindig vele zulke oplossingen? 

— is er een procedure om sommige of alle oplossingen aan te geven? 


Men kan natuurlijk vergelijkingen in vele veranderlijken, of stelsels van vergelijkingen, 
beschouwen, maar ik wil me vandaag voor het gemak tot vergelijkingen met slechts twee 
variabelen rz en y beperken. De vergelijking van Fermat past hier in, omdat wij in plaats 
van 


a" +b" =c" (a, b, c geheel) 


ook 
a Db 
Tr” + y” =| (z ==, yY=- rationaal) (1) 
c c 
kunnen schrijven, zoals wij reeds in de voordracht van Peter Stevenhagen hebben gezien. 
De vergelijkingen met twee veranderlijken zijn niet alleen de eenvoudigste en belangrijkste, 
maar ze hebben ook het voordeel dat ze met hulp van een grafiek als krommen in het 


vlak kunnen worden gerealiseerd. Zo is de grafische voorstelling van de Pythagoreïsche 
vergelijking 


zr +yt=l (2) 
een cirkel 
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terwijl de grafieken van de Fermat-vergelijkingen voor n even en n oneven er zo uitzien: 


„ 


Y 





De vraag naar de rationale oplossingen van de vergelijking wordt dan vertaald in de 
vraag naar het bestaan van punten met rationale coördinaten z en y op de kromme. 
Deze meetkundige interpretatie van vergelijkingen als krommen zal ons in onze latere 
beschouwingen zeer van pas komen. 

Ik wil nu vertellen met welke methoden Diophantus aan het werk ging toen hij rationale 
oplossingen wilde vinden. Eerst een paar woorden over Diophantus zelf. Over de man 
weten wij heel weinig— niet eens precies de eeuw, waarin hij leefde. (De beste schattingen 
zijn AD 250+100.) Maar wij weten dat hij als wetenschapper zo ver zijn tijd vooruit 
was dat toen 1300 jaren na zijn dood zes delen van zijn werk Arithmetika, dat bij de 
verwoesting van de bibliotheek in Alexandria verdwenen was, weer opdoken, deze een 
veel hoger niveau hadden dan de Europese wiskunde van die tijd. Het duurde dan ook 
nóg zeventig jaar, voordat een Europese wiskundige verder kon komen in de getaltheorie 
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dan Diophantus, en deze wiskundige was geen ander dan onze held Fermat! Diophantus 
heeft niet alleen vrij met het getal nul en met negatieve en rationale getallen gerekend, 
iets dat pas vele eeuwen later in Europa gebruikelijk zou worden, maar hij was ook de 
eerste die een systematische algebraïsche notatie heeft uitgevonden. Deze notatie was 
weliswaar niet erg handig vergeleken met de onze. Men kon niet meer dan één variabele 
tegelijk schrijven—bijvoorbeeld werd 22% — 32? = 4 geschreven als KY8 f ATzM ó 
waarbij KY (kubos), AT (dynamos) en M (monad) voor z?, z? en z = 1 staan en 
P = 2, y =3, Ö = 4 coëfficiënten zijn. Maar het was een enorme vooruitgang vergeleken 
met de voorgangers van Diophantus, die zo’n vergelijking überhaupt niet hadden kunnen 
opschrijven. 

Diophantus heeft twee algemene methoden uitgevonden om de oplossingen van bepaalde 
vergelijkingen te vinden, en deze zijn tot vandaag de enige methoden van algemene 
toepassing die ons bekend zijn. De eerste methode werkt voor vergelijkingen van graad 2. 
Laten wij als voorbeeld de Pythagoreïsche vergelijking (2) nemen (hoewel de oplossingen 
in dit speciaal geval al eeuwen vóór Diophantus bekend waren). Diophantus begint met 
een bekende oplossing, zeggen wij “r = —1, y = 0”, en schrijft dan als probeersel een 
lineaire relatie tussen die variabelen x en y op, bijvoorbeeld 


’ T=2y-l, (3) 


waarbij de coêfficiënt “2” willekeurig gekozen wordt en de coëfficiënt “—1” zo gekozen is 
dat de relatie voor de gegevene oplossing (z,y) = (—1,0) juist is. Hij substitueert dan 
(3) in (2) en vindt 


(yi +yt=1 
5y* -4y+l=1 
5y* =4y 


en daarmee y = ef r=y-l= 8 (of natuurlijk y = 0, zr = Wy — 1 = —1, de eerste 
oplossing). Dit geeft de bekende rechthoekige driehoek met zijden 3, 4, 5. Die methode 
werkt altijd: door de keuze van de coëfficiënt “—1” in (3) krijgt men een kwadratische 
vergelijking met constante term 0; deze kan door y gedeeld worden om een lineaire ver- 
gelijking te krijgen; en dit geeft een rationale oplossing. In formules uitgedrukt: als wij 
de coëfficiënt “2” in (3) door een willekeurig gekozen ander rationaal getal “t” vervangen, 
vinden wij op dezelfde manier als boven 


(wy 1? +yt=1 
(12 +1)y? — Uy =0 


2t | 


z=ty— ze 
y y 21 


dE, 
Als wij de breuk t als m/n met m en n geheel en onderling priem schrijven, krijgen wij 
weer onze oude vriend (a,b,c) = (m? — n?,2mn,m? + n°) als algemene oplossing van de 
oorspronkelijke vergelijking van Pythagoras a? + b? = c? (zie de voordracht van Peter 
Stevenhagen). 
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Maar wat doet Diophantus als de graad hoger is dan 2? Laten wij als voorbeeld het 
Vraagstuk 24 uit Deel 4 van zijn Arithmetika bekijken. De opgave luidt: een gegeven 
getal, bijvoorbeeld 6, moet in twee delen (zeggen wij y en 6—y) gesplitst worden waarvan 
het product gelijk is aan een derde macht min haar wortel (dus y (6 —y) = z° — zr). Weer 
heeft men de speciale oplossing z = —1, y = 0 en weer probeert Diophantus als eerste 
poging de substitutie z = 2y — 1. Maar nu werkt het niet: de constante term van de 
vergelijking verdwijnt weer als consequentie van de keuze “—1” en wij kunnen weer door 
y delen, maar daardoor wordt onze derdegraads vergelijking slechts kwadratisch en kan 
nog niet rationaal opgelost worden: 


y(6-y)=2" -r=(2W- 1) (4 -1) 
—y’ +6y =8y° — 124? + Ay 


8y? -1ly-2=0 
== 


Nu komt het geniale idee van Diophantus. Hij ziet dat als de onderstreepte lineaire termen 
“6” en “4” gelijk waren geweest, wij een tweede keer door y zouden hebben kunnen delen 
en daarmee een rationaal oplosbare lineaire vergelijking krijgen. De eerste coëfficiënt 
“6” is het gegeven getal en mag dus niet veranderd worden, maar de coëfficiënt “4” is 
twee keer de gekozen coëfficiënt “2” in (3) (ga na!) en kan daarom door een willekeurig 
ander getal vervangen worden. Wij beginnen dus opnieuw, maar nu met de substitutie 
tT =3y —1 in plaats van (3): werkt het: 


6y —y° =(3y — 1)° — (3y — 1) = 27y* — 27y? + 6y 


27y* = 26y? 
ers 4 za . 26 17 
en voilà de gezochte niet-triviale oplossing y = 7 r=3y-l= En ! 


Meetkundig gezien—maar dit wist Diophantus immers niet?—komt zijn methode erop 
neer dat wij in het eerste geval door een gegeven punt P = (—1,0) op de cirkel een 
willekeurige lijn kunnen trekken; deze lijn heeft precies één tweede snijpunt met de cirkel 
(omdat de graad van de vergelijking 2 is) dat dan automatisch rationaal is. In het tweede 
geval is de graad en daarom ook het aantal snijpunten van een lijn met de kromme gelijk 
aan 3. Een slecht gekozen lijn door P heeft dan nog twee snijpunten met de kromme en 
deze hoeven niet rationaal te zijn. Maar door de raaklijn door P te kiezen bereiken wij 
dat er maar één ander snijpunt van lijn en kromme bestaat, en dat geeft de gewenste 
oplossing. 
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alle lijnen goed alleen raaklijn werkt 





Diophantus heeft ook vergelijkingen van hogere graad bestudeerd, maar het is noch 
hem, noch iemand anders ooit gelukt een algemene methode aan te geven om rationale 
oplossingen van zulke vergelijkingen te vinden. Als wij dus de resultaten van Diophantus 
samenvatten en vanuit een modern standpunt interpreteren, zien wij dat alle vergelij 
kingen (of krommen) f(r‚y) = 0 in drie grote klassen ingedeeld kunnen worden: 


(I) De eerste klasse, vertegenwoordigd door kwadratische vergelijkingen zoals ons 
eerste voorbeeld z? +y? = 1. Deze bezitten oneindig vele oplossingen die alle 
gevonden kunnen worden door een lijn door een bekend punt op te kromme te 
tekenen en naar het tweede snijpunt te kijken. De oplossingen kunnen geparame- 
triseerd worden, hetzij door rationale functies (= quotiënten van polynomen; in 


2-1 2 ì le 
ons voorbeeld, zr = Eat’ y= Ea hetzij door trigonometrische functies (in 
ons voorbeeld, z = cost, y = sint). De krommen van deze klasse worden rationaal 


genoemd. 

(II) De tweede klasse, vertegenwoordigd door derdegraads vergelijkingen zoals ons 
tweede voorbeeld y (6—y) = z° —z. Deze kunnen oneindig of eindig vele oplossing- 
en bezitten. Uit een bekende oplossing krijgen wij een tweede door de raaklijn 
aan het gegevene punt te tekenen en naar het andere snijpunt van deze lijn met 
de kromme te kijken. Dit procédé kan herhaald worden en wij krijgen nog meer 
oplossingen, maar het kan gebeuren dat wij na een eindig aantal stappen naar ons 
uitgangspunt terugkeren. Krommen van deze klasse kunnen niet door rationale 
of trigonometrische functies geparametriseerd worden, wél door “elliptische” (dat 
zijn generalisaties van de trigonometrische functies “sinus” en “cosinus” die in 
de zuivere en toegepaste wiskunde veel bestudeerd werden). Zij worden daarom 
elliptische krommen genoemd. 

(III) De derde klasse bevat vergelijkingen van hogere graad. hiervoor oplossingen te 
vinden. Zij kunnen niet door rationale, trigonometrische of elliptische functies 
geparametriseerd worden, en de algemene mening is dat er überhaupt geen bij- 
zondere structuur op de verzameling van rationale oplossingen is. Mordell heeft 
in 1922 het vermoeden uitgesproken dat vergelijkingen van deze klasse altijd maar 
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een eindig aantal oplossingen hebben. 60 jaar later werd dit door de jonge Duitse 
wiskundige Gerd Faltings bewezen. De krommen uit deze derde klasse heten van 
algemeen type. 


Wij gebruikten hier de woorden “vertegenwoordigd door” omdat de classificatie in “rationaal,” “ellip- 
tisch” en “algemeen type” in werkelijkheid niet alleen naar de graad van de vergelijking gaat. (Bij- 
voorbeeld is de vierdegraads kromme y? = zf +1 elliptisch.) De juiste manier, zoals door de Franse 
wiskundige Henri Poincaré rond de eeuwwisseling begrepen werd, is topologisch. Men moet naar de 
verzameling van alle oplossingen van de vergelijking in compleze getallen (getallen van het type a+b—1) 
kijken. Deze vormen een oppervlak waarvan de topologie (gedaante) door een geheel getal g > 0, het 
geslacht, beschreven wordt. 


g=0 e 


DEES 


8-3 


( 


gel 


De drie klassen worden dan gegeven door g = 0, g=1,eng >2. 


Wij zien nu dat de tweede klasse, bestaand uit de elliptische of derdegraads krommen, 
de interessantste voor ons is, omdat de eerste klasse te gemakkelijk en de derde te moei- 
lijk is om goede wiskunde mee te kunnen doen. Wat kunnen wij met deze veelbelovende 
klasse verder doen? Eerst kunnen wij de methode van Diophantus met de raaklijn verder 
ontwikkelen. Dit heeft Fermat met zijn beroemde “descente infinie” gedaan (zie de voor- 
dracht van Peter Stevenhagen). Later hebben Newton en andere wiskundigen zich gere- 
aliseerd dat men niet alleen de raaklijn aan één punt op de elliptische kromme kan nemen, 
maar ook de verbindingslijn tussen twee bekende punten op de kromme. Dan is het derde 
snijpunt van de lijn met de kromme een nieuwe oplossing. Dit geeft een methode om 
oplossingen “op te tellen” (wiskundigen zeggen dat de rationale oplossingen een groep 
vormen) die een essentiële rol in de theorie speelt. Maar er is nog een beslissend idee 
dat pas in onze eeuw ontdekt werd. Wij hebben reeds gezegd dat elliptische krommen 
door elliptische functies geparametriseerd kunnen worden en dat dit nuttig is omdat de 
eigenschappen van elliptische functies heel goed bekend zijn. Zij blijken echter te zwak 
te zijn om licht te kunnen werpen op de diepste arithmetische problemen in de theorie. 
In de jaren 1954-67 is uit het werk van de wiskundigen Y. Taniyama, G. Shimura en A. 
Weil het idee ontstaan dat wellicht alle elliptische krommen een andere soort van parame- 
trisering toelaten, door de zogenaamde modulaire functies. Dit zijn functies met oneindig 
vele symmetrieën die een heel belangrijke rol spelen in de getaltheorie en natuurkunde en 
in de laatste jaren zeer intensief bestudeerd werden. Als het vermoeden van Taniyama- 
Shimura- Weil dus juist is, hebben wij een krachtig hulpmiddel om elliptische krommen te 
analyseren. 

Wij kunnen hier niet de complete definitie van modulaire functies geven, wel een voorbeeld van een 
parametrisering door zulke functies. De Fermat-kromme voor n = 4, z° +y* = 1, heeft een parametri- 
sering door de functies 


12° + 2416 — 2436 } … UHU +225 F2 j 


Ù) =S IN 
OS TEE en VOT at 2 


; 


waarbij de exponenten de even en oneven kwadraten zijn. Deze functies hebben ook de fraaie represen- 
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taties als produkten 
Itt 1tl? 120 8 1+të Itie 1442 À 
O0 (Em a *) 5 Ot (Ex mm) ; 
waarbij de exponenten nu de oneven en even veelvouden van 4 zijn. De modulariteit wordt uitgedrukt 
door de identiteit z(t) = y(u) die geldig is telkens wanneer (logt) (log u) = —n°/16. 

Als belangrijke toepassing kan men met iedere modulair parametriseerbare kromme een 
bepaald geheel getal S associëren, en een ander vermoeden (van de Engelse wiskundigen 
Birch en Swinnerton-Dyer) zegt dat de kromme precies dan oneindig vele rationale punten 
bezit, wanneer $ gelijk is aan nul. Dit vermoeden, dat in vele gevallen bewezen is, is nuttig 
omdat S in een eindige tijd berekend kan worden. Bijvoorbeeld wordt de “S” voor de 
elliptische kromme z° + y* = m en enige kleine waarden van m door de tabel 


m: 1 2 3 4 5 6 7 «…-- 381 382 383 
S: 1 1 11 1 00 -- 4 0 4 


gegeven. Dus mag 1 geen som van twee rationale derde machten zijn (dit is Fermat’s laat- 
ste stelling voor n = 3!) en 2, 3, 4, 5, 381 en 383 evenmin, maar 6, 7 en 382 moeten dat wel 
zijn. Voor 7 is dit evident (7 = 2% +(—1)*) en ook voor 6 is de oplossing niet moeilijk te vin- 


den (6 = (H)* +(21)3), maar bij 382 is het veel gemakkelijker te constateren dat S = 0 is 


dan de vergelijking z° +y* = 382 op te lossen, want x en y hebben zelfs bij de eenvoudigste 
oplossing de noemer 8122054393485793893167719500929060093151854013194574 en nog 
grotere tellers! In ieder geval hebben wij met het vermoeden van Birch en Swinnerton- 
Dyer een bijna compleet antwoord op onze hoofdvraag, welke vergelijkingen (in twee 
variabelen) oneindig vele oplossingen hebben: dit is bij rationale krommen altijd het 
geval, bij krommen van algemeen type nooit, en bij elliptische krommen dan en slechts 
dan, wanneer het “tovergetal” S gelijk 0 is. 
Een preciese definitie van S kunnen wij hier niet geven, maar bij benadering geldt 





1 2 3 5 p 
SEX XX Xe X X 
QD Natl N31 Ns +1 Np +1 
Hier is het produkt over alle priemgetallen p = 2, 3, 5, .… ; Np is het aantal paren (z,y) van getallen 
tussen l en p waarvoor f(z,y) door p deelbaar is; en Q is een “elliptische integraal” (bijvoorbeeld Q = 
oe dz 


2 pap’ 3 . . . . 
E/ Tri voor de kromme y° = z* +1). Als de kromme niet door modulaire functies geparametriseerd 


is, weten wij over dit getal helemaal niets, maar als dat wél het geval is kunnen wij bewijzen dat S geheel 
is en ook snelle algoritmen aangeven om S te berekenen. 

Maar wat gebeurt er nu met de laatste stelling van Fermat? De vergelijking (1) is 
immers van algemeen type, zodra n groter dan 3 is, en alles wat wij gezien hebben laat 
ons vrezen, dat de situatie dan hopeloos is. Maar in het jaar 1985 kreeg de Duitse 
wiskundige Gerhard Frey een idee, waardoor Fermat’s opgave in principe uit de hopeloze 
klasse III in de toegankelijke klasse II gedwongen zou kunnen worden. In plaats van de 
Fermat kromme (1) zelf te beschouwen, gebruiken wij een oplossing van Fermat’s verge- 
lijking a” + b" = c” om een andere kromme te construeren, die slechts van graad 3 is en 
daarom met methoden uit de theorie van elliptische krommen geattaqueerd kan worden. 
Deze speciale elliptische kromme, die al eerder door de Fransman Y. Hellegouarch was 
beschouwd, wordt gegeven door de vergelijking 


y=r(r—a")(e +b*) (4) 
Frey vond gronden om aan te nemen dat zij misschien een tegenvoorbeeld voor het 


Taniyama-Weil vermoeden zou kunnen zijn, en een jaar later heeft de Amerikaan Ken 


Ribet dit bevestigd. 
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Stelling (Ribet, 1986). Zij a” +b" = c* een niet-triviale oplossing van de Fermat ver- 
gelijking met priem exponent n > 3. Dan heeft de Hellegouarch-Frey kromme (4) geen 
parametrisering door modulaire functies. 


Zeven jaren later, in juni van dit jaar, heeft de Engelse wiskundige Andrew Wiles het 
Taniyama-Weil vermoeden bewezen: 
Stelling (Wiles, 1993). ledere elliptische kromme kan wél door modulaire functies 
geparametriseerd worden. 
In de stelling van Wiles is er een technische beperking—de krommen moeten “semistabiel” zijn—maar 
dat is geen bezwaar, omdat de kromme (4) aan deze eis voldoet (zie de voordracht van Frans Oort). 


Vergelijken wij deze twee beweringen, dan vinden wij dat een oplossing van a” +b” = c* 
tot een tegenspraak leidt. Een dergelijke oplossing kan dus niet bestaan, en de laatste 
stelling van Fermat is bewezen! 
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Oefeningen rond Fermat 


Frits Beukers 


In de ochtendlezingen heeft u kennis gemaakt met een groot aantal begrippen, waarvan u 
er een aantal voor het eerst ziet. Onder het motto ”oefening baart kunst” hebben we deze 
doe-het-zelf sessie georganiseerd, teneinde u de gelegenheid te geven te experimenteren met 
de diverse vergelijkingen die u vanmorgen bent tegengekomen. In deze inleiding schetsen we 
een eerste overzicht van een aantal varianten op het probleem van de pythagoreïsche drietallen 
a,b,c met a? +b? = c?. Natuurlijk is Fermat’s vergelijking a” + b” = c” de meest notoire 
variant. Over elk thema dat we in deze inleiding tegenkomen kan natuurlijk meer gezegd en 
gedaan worden dan de ruimte hier toelaat. Daarom hebben we over een aantal onderwerpen 
een klein projekt met opgaven ontworpen, die in de secties na deze inleiding ter sprake komen. 
Het is niet de bedoeling dat we deze projekten hier uitvoeren, maar veeleer dienen ze als een 
mogelijkheid tot nadere uitwerking van dingen die u interesseren. Dit kan-thuis gebeuren, of 
op school, om maar wat te noemen. Sommige van de projekten zijn niet echt lastig, andere 
vereisen weer iets meer uithoudingsvermogen, maar we hopen dat er gebruik van zal worden 
gemaakt en dat u er iets van kunt opsteken. We merken met nadruk op dat de vereiste 
voorkennis voor het maken van de opgaven, inclusief de projekten, niet meer bedraagt dan de 
middelbare school algebra. 


1 Oefeningen, eerste uur 


Het mag nu wel bekend zijn dat de voorloper van de Fermat-vergelijking de vergelijking a? + 
b? = c° is. Gehele oplossingen zijn bijvoorbeeld a = 3,b = 4,‚c = 5 (3? +4? = 5?) en 
a=5b=12,e= 13 (5° +12? = 13°). Dergelijke drietallen noemen we pythagoreïsche 
drietallen. Een eerste vraag is, zijn er oneindig veel pythagoreïsche drietallen? Het antwoord 
daarop is meteen ‘ja’. Er is namelijk altijd wel iemand die opmerkt dat je uitgaand van 
3? +4? = 5? ook de oplossingen 6? +8? = 102, 9? + 12? = 152, etc. hebt. Deze komen tot 
stand door 3,4 en 5 allen met dezelfde faktor te vermenigvuldigen. U voelt wel dat dit een 
erg flauwe manier is om oneindig veel oplossingen te maken. Daarom zullen we onze vraag 
enigszins herformuleren. 


Bestaan er oneindig veel gehele a,b,c zó dat a? +b? =c? en ggd(a,b‚c)=1 ? 


Immers als we een oplossing a,b,c hebben met ggd. groter dan 1 dan kunnen we deze gemeen- 
schappelijke faktor gewoon wegdelen, en we houden een nieuw drietal a, b, cover dat nog steeds 
voldoet aan a? + b? = c?, maar nu met ggd(a,b,‚c) = 1. Een dergelijk drietal noemen we een 
primitief pythagoreïsch drietal en blijkbaar zijn dit de interessante. Alle andere kunnen er 
uit worden afgeleid door met een gemeenschappelijke faktor te vermenigvuldigen. Dat het 
antwoord op onze verbeterde vraag ja is volgt uit de volgende opgave. 
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Opgave 1.1 Schrijf de rij kwadraten < 100 (letterlijk) als volgt op, 
rra eg 10° 


Noteer iets daaronder ook hun verschillen. Wat valt u op aan de verschillen? Merk op dat 
het verschil 9 = 3? optreedt tussen 4° en 5°. Dus 3? = 5? — 4°, ofwel, 3? +4? = 5°. Bij 
welke opeenvolgende kwadraten denkt u dat het verschil 25 zal optreden? En het verschil 49 ? 
Concludeer dat er oneindig veel primitieve pythagoreische drietallen bestaan. 


In bovenstaande opgave krijgt u misschien het gevoel dat er ook een formule te geven moet 
zijn voor de zojuist gevonden pythagoreïsche drietallen. 


Opgave 1.2 Kies een verschil d. Tussen welke twee kwadraten treedt dit verschil op? Kies 
nu d van de vorm k?. Tussen welke twee kwadraten treedt dit verschil op? 


Met een kleine extra stap kunnen we de zojuist genoemde formule generaliseren tot een formule 
die nog meer pythagoreïsche drietallen levert. 


Opgave 1.3 Stel a = kl‚b= (k? —1°)/2,e = (k? +1°)/2. Verifier dat a,b,c geheel zijn en 


dat a? +b? =c? door : 
k? 1? k2+[? 

2 _ 
nr 2 ) =( 2 ) 


Als we in bovenstaande formule ! = 1 nemen krijgen we onze eerste formule terug. 

We hebben in de ochtendlezing van P.Stevenhagen een andere formule gezien om oneindig veel 
pythagoreïsche drietallen te produceren, namelijk a = m? — n?,b = 2mn,c= m? + n?. Voor 
mensen die perse het verband willen weten tussen deze en onze formule, m = (k +!)/2,n = 
(k —1)/2. Hoe dan ook, we zijn nu in staat om op interessante wijze nog meer pythagoreïsche 
drietallen te construeren. 








te verifiëren. 


Opgave 1.4 Maak een kleine tabel van de vorm 





waarin voor diverse (zelf te maken) keuzen van oneven k‚l de waarden van a,b,c bepaald 
worden. Controleer hierbij dat als we k,‚l met ggd(k,l) = 1 kiezen het drietal (a,b,c) primitief 
is. 


Het interessante van bovenstaande constructie is dat we alle primitieve pythagoreïsche drie- 
tallen krijgen door k en ! alle oneven getallen met k > len ggd(k,l!) = 1 te laten doorlopen. 
Dit wordt uitgewerkt in het projekt ‘Arithmetische oplossing van a? +b? = Cc”, 

Verder is er een meetkundige methode om tot de oplossing van a? + b? = c? te komen. Deel 
namelijk aan beide zijden door c? en stel z = a/cen y= b/c. We krijgen dan z°+y? = 1 en een 
pythagoreïsch drietal geeft aanleiding tot een punt (z,y) op de eenheidscirkel met rationale 
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coördinaten. Er liggen heel veel punten met rationale coördinaten op z? + y? = 1. Hoe deze 
te vinden is in de tekst bij de lezing van P.Stevenhagen aangegeven, maar we doen het nog 
eens dunnetjes over in het projekt ‘Meetkundige oplossing van a? + b? = Cc”. 

Er is nog een bonus van onze bovenstaande beschouwingen. 


Opgave 1.5 Laat op dezelfde manier als in de eerste opgave zien dat a +b? = c? oneindig veel 
oplossingen heeft in gehele getallen a,b,c met ggd(a,b,c) = 1. Geef één ezpliciete oplossing 
door naar het verschil 27 te kijken. Kunt u er nog meer geven? Kan deze methode ook gebruikt 
worden om oplossingen van a” + b? = c? voor willekeurig gegeven r € Z>s te produceren? 


Ook de formule die we voor pythagoreïsche drietallen hadden kan gegeneraliseerd worden. 


Opgave 1.6 Kies r € Z,s. Kunt u, analoog aan de derde opgave, een formule voor a,b,c 
aangeven, die oneindig veel oplossingen van a” +b? = c? geeft? 


Een variant die nauw verwant is met het probleem a" + b? = c? is de vergelijking a? +b? = c'. 
Dus, kunnen sommen van kwadraten een t-de macht opleveren? Op tamelijk eenvoudige wijze 
blijkt dit mogelijk te zijn en we werken het uit in het projekt ‘Formules voor oplossingen van 
a? +b? =ct. 

Onze eerste varianten op a? +b? = c? hebben we nu dus gezien. Fermgt’s beruchte variant 
is natuurlijk het probleem a” +5” = c* voor n > 3. Aangezien het nu bekend is dat er 
geen oplossingen met abc # 0 bestaan is het wat lastig om met bepaalde oplossingen in de 
opgaven te stoeien. Ook is het lastig om voor bepaalde n de onmogelijkheid van oplossingen 
voor Fermat’s vergelijking aan te tonen, omdat deze bewijzen over het algemeen vrij lastig 
zijn (behalve dat van n = 4, dat in P.Stevenhagen’s tekst wordt behandeld of in het projekt 
‘De vergelijking af +b* = c?.). Het bewijs van Wiles zullen we hier zeker niet behandelen. We 
willen wel proberen plausibel te maken waarom de ruimte voor oplossingen voor a” +b" = c* 
met n > 3 en abc # 0 binnen ons getalsysteem zo uiterst klein is. Daartoe moeten we eerst 
wat gevoel krijgen voor het ABC-vermoeden. In dit vermoeden is het radicaal van een getal 
n van belang. Notatie: N(n). Dat is het produkt van de verschillende priemdelers van n. Dus 
N(9) =3, N(12) =2-3=6,..… Het ABC-vermoeden kan als volgt geformuleerd worden. 


Vermoeden 1.7 (Masser-Oesterlé) . Stel a > 1. Dan geldt, op een eindig aantal uit- 
zonderingen na, voor ieder drietal A,B‚C € Zo met A+ B = C en ggd(A,B‚C) = 1 de 
ongelijkheid C < (N(ABC))°. 


Met nadruk vermelden we dat het hier om een vermoeden gaat. Er is dus geen enkel bewijs voor 
bekend. Het kost vaak enige tijd voor men snapt wat het ABC-vermoeden precies behelst. 
De beste manier om daar achter te komen is zelf wat te experimenteren met oplossingen van 
A+B=C. 


Opgave 1.8 Kies C' = 32 en voor A een aantal oneven waarden, bijvoorbeeld A= 1,3,...,9 
. Bepaal de bijbehorende waarde van B en bereken N(ABC). Geef uw uitkomsten in een tabel 
van de volgende vorm weer, 
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A B Cl N(ABC) 





Vergelijk N(ABC') met de grootte van C. 


Kijkend naar het ABC-vermoeden zult u zich afvragen waarom we zo moeilijk doen door 
a > 1 te willen nemen en niet gewoon a = 1. In het projekt ”Het ABC-vermoeden” zult u 
zien dat het ABC-vermoeden met a = 1 onjuist is. 

Het is aardig te benadrukken dat, ondanks verwoede pogingen, er nog niemand in geslaagd 
is een waarde « > 1 en oneindig veel drietallen A,‚B,C' te produceren zó dat A+ B = 
C, ggd(A, B‚C) = 1 èn C > (N(ABC))®! Er is zelfs geen enkel drietal bekend waarvan geldt 
C > (N(ABC))?. 

Als eerste toepassing kijken we naar de exponentiaalvergelijking 3° + 59 = 2° in de positief 
gehele onbekenden z,y,z. De naam exponentiaalvergelijking komt door het feit dat de on- 
bekenden nu in de exponent staan. Het is bekend dat deze vergelijking (en ook soortgelijke) 
eindig veel oplossingen hebben. Het bewijs is alleen niet eenvoudig en wij zullen ons tevreden 
moeten stellen met een bewijs onder aanname van het ABC-vermoeden. 


Opgave 1.9 Kies in het ABC -vermoeden a = 2, A= 3°,B = 5% en C = 2°. Pas nu het 
ABC -vermoeden toe en concludeer dat onze ezponentiaalvergelijking eindig veel oplossingen 
heeft. 


Het is zelfs bekend dat bovenstaande vergelijking precies 3 oplossingen heeft. Ziet u deze 
oplossingen? 

Als u wat gevoel heeft gekregen voor het ABC-vermoeden, kunt u ook gevoel krijgen voor het 
feit dat het zeer onwaarschijnlijk is dat bijvoorbeeld a!°® + b100 = c100 oplossingen met abc # 0 
heeft. 


Opgave 1.10 Stela!®? + b100 — 100 heeft een oplossing a,b‚cE€ Zo met ggd(a,b‚c)= 1. We 
gaan het ABC-vermoeden toepassen met a = 2 en A= al°% B = b!®% C = c!°°, Waarom 
geldt dat N(ABC) < abe < c°? Pas nu het ABC -vermoeden met a = 2 toe op deze sitiuatie. 


2 Oefeningen, tweede uur 


Bij het zien van Fermat’s vergelijking a” + b” = c” kan men zich afvragen waarom Fermat 
de drie exponenten hetzelfde heeft gehouden. We zouden immers ook kunnen kijken naar 
a” +b’ = c* voor willekeurig gegeven exponenten r‚s,t € Z>z. Nu Fermat's probleem is 
opgelost kunnen we dit alsnog doen. Het tweede uur van deze oefeningen is gewijd aan deze 
generalisatie, De oefeningen van dit uur zijn veel bewerkelijker en vaak lastiger dan in het 
eerste uur. Daarom zullen we u wat meer werk uit handen nemen en een aantal grotere 
berekeningen via de computer uitvoeren. Dit uur zal daarom meer het karakter hebben van 
een computerdemonstratie waarin we diverse vergelijkingen te lijf gaan, met daartussen af en 
toe een opgave. Het programma waarmee we werken heet UBASIC en is een public domain 
programma geschreven door Yuji Kida uit Japan. Het werkt precies hetzelfde als gewone 
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BASIC met als verschil dat we nu met willekeurig (zover het computer geheugen toelaat) 
grote getallen kunnen rekenen. U zult in de gelegenheid worden gesteld een kopie hiervan te 
bestellen, zo dat u zelf thuis kleine programmas kunt schrijven en eventueel wat verder kunt 
experimenteren met de onderwerpen uit dit uur. 

In de tekst van R.Tijdeman hebben we gezien dat de grootheid £ + 2 + Ì een belangrijke rol 
speelt bij de oplossing van a” +b’ = cf. Een gevolg van een stelling van Darmon en Granville 
(1993) luidt, 


Stelling 2.1 Kiesr,‚s,t€ Z,s. Als 

Lede A 

nn | 

rs t 
dan heeft a” +b* =c! slechts eindig veel oplossingen a,b‚c€ Zoo met ggd(a,b,‚c) = 1. 
Uit het ABC-vermoeden volgt zelfs nog meer. 
Stelling 2.2 Neem aan dat het ABC-vermoeden waar is. Dan zijn er eindig veel drietallen 
machten a"‚b'‚c' met a,b,c € Zso,r,s,t € Z>s zó dat a” +b° = c*‚ ggd(a,b,c) = 1 en 
aika 


. Hoe deze implikatie in zijn werk gaat is in de tekst van R.Tijdeman aangegeven en we komen 
er op terug in het projekt ‘Het ABC-vermoeden’. In de tekst van R.Tijdeman is een lijstje 
met een aantal oplossingen gegeven. Grote vraag is natuurlijk of deze lijst volledig is. 

Wij zullen wat meer kijken naar de gevallen met à +À+44>1. Allereerst 4 lgi>1, 


Opgave 2.3 Laat zien dat de volledige lijst van oplossingen p‚q‚r € Z>» van 


ll 1 1 
=d SE <q < 
Ea. Ppsqgsr 


er als volgt uit ziet 


No No DN Hf’S 
WW NA 
Ge 


We zien dat onze vergelijking a” +b? = c? van het eerste uur ook hieronder valt. In de gevallen 
met 2 + = + ri > lis het vaak mogelijk om geparametriseerde oplossingen aan te geven. Zo 
kunnen we bijvoorbeeld oneindig veel primitieve (dat wil zeggen ggd(a,b,c) = 1) oplossingen 
van a° + b° = c? produceren door m,n in 


a= m* — 8mn°, b= Am?n + Anf, e= m° + 20m n° — 8n°. 


te laten variëren onder de condities ggd(m, n) = 1, m oneven, en m + n niet deelbaar door 3. 


37 








Opgave 2.4 Verifieer dat de zojuist gegeven a,b,c voldoen aan de relatie a® +b? =c?. Geef 
een aantal primitieve oplossingen van a? + b° = c?. 


Oneindig veel primitieve oplossingen van af + b° = c? kunnen gevonden worden door m,n in 
= me +15min? — 45m?nf — 27nê 
b = —m®+28m°n? + 42mint + 252m?ne — Sin? 
c _= 4mn(3m'!° — 1lm*n? + 198mPnt + 594mtn® — 297m?n® + 729n!®) 
te laten variëren onder de voorwaarden ggd(m,n) = 1, m + n oneven en 3 deelt niet m. Het 


is ondoenlijk om nu met de hand waarden van m,n in te voeren. Daarom geven we een klein 
tabelletje van oplossingen voor af +b° = c? welke u zelf willekeurig kunt uitbreiden, als u wilt. 


m n a b c 
| 97 3135 175784 
4 1 7189 63855 54142096 
6 1 64449 —309825 4150092024 
1 2 —2387 —3825 5692856 
5 2 33397 2161839 3368602840 


Het valt buiten het bestek van deze opgaven om een constructie van formules van bovenstaande 
vorm te geven. Het is schrijver dezes zelfs niet bekend of een dergelijke formule bestaat voor 
a? +b° =c®, Er bestaat er wel één voor de variant a? + b® = 1728c*. 

Laten we nu overgaan naar het geval l4i4i=l. 


Opgave 2.5 Laat zien dat de volledige lijst van oplossingen p‚q,r € Za van 


1 1 1 
bran 1, pSqsr 
er als volgt uit ziet 
pq r 
2 3 6 
2 4 4 
3 3 3 


In het projekt ‘Fermat vergelijking in polynomen’ zal het duidelijk worden waarom we in dit 
geval geen formules (strikter, polynomen) meer kunnen geven die oneindig veel oplossingen 
produceren. 

Tegenwoordig is het bekend, maar erg lastig te bewijzen, dat als 2 ++ 1 = 1, dan heeft 
a” +b* = c' geen gehele oplossingen a,b,c met abc # O en ggd(a,b,‚c) = 1. Het geval r = 
s =t = 3 correspondeert met Fermat’s vergelijking voor n = 3 (opgelost door Euler) en r = 
s=4,t = 2 correspondeert met af + bf = c? die we vandaag al bij verschillende gelegenheden 
zijn tegengekomen. U mag best weten dat schrijver dezes het jammer vindt dat de laatste 
vergelijking geen oplossing met a,b > 0 heeft. De reden vind u in de volgende opgave. 
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had 


Ii 


Il 
a 3 


Opgave 2.6 Stel dat we positieve gehele getallen p‚q,r hebben die voldoen aan p* + g? 
Schrijf a = p° —q°‚b = 2pgr‚e = p° +6ptg* +q°. Dan voldoen a,b,c aan a* + b' 
Bovendien geldt, b > p‚q. 


he 


Als detail moeten we nog controleren dat voor de zo gevonden a, b, c inderdaad ggd(a, b‚c) = 1 
geldt. Met andere woorden, uit een oplossing van af + b* = c? kunnen we weer een nieuwe 
oplossing maken, daaruit weer een nieuwe, enzovoort. Dus, één oplossing geeft aanleiding tot 
een oneindige serie oplossingen. Maar zoals reeds opgemerkt, er zijn helemaal geen oplossingen, 
dus ook geen ‘startoplossingen’… 

Er zijn echter varianten die een dergelijk proces wel toelaten. Kies L € Z en beschouw de 
variant a* + Lb* = c? in de onbekenden a,b‚c€ Zso, ggd(a,b,c) = 1. We hebben nu weer zo’n 
bizar recept om nieuwe oplossingen uit oude te produceren. 


Opgave 2.7 Stel dat we positieve gehele getallen p‚q,r hebben die voldoen aan p+Lq*=r?. 
Stela =p‘ — Lg*‚b= 2pgr,.e= p° + 6Lp'g* + L?q®. Dan voldoen a,b,c aan a* + Lb* = c?. 


Een voorbeeld, beschouw de vergelijking a* + 9b* = c?. Eén oplossing is makkelijk te zien, 
namelijk a = 2,b= 1,c= 5 (zo is de vergelijking natuurlijk gemaakt). Pas nu ons recept toe, 
dan vinden we de oplossing a = 7,b = 20,c= 1201. We kunnen hier weer ons recept herhaald 
op loslaten. De eerste oplossingen geven we hier weer, 


a b c 
2 1 5 
7 20 1201 


—1437599 336280 2094350404801 


De waarde van a van de volgende stap bedraagt 4156118808548967941769601 en is dus te 
groot voor onze tabel! Voor UBASIC is dit geen probleem en op de computer kunnen we nog 
even doorgaan. Als u dit nog zinvol vindt tenminste, want u ziet, we krijgen oneindig veel 
oplossingen, maar hun grootte neemt met duizelingwekkend tempo toe. 


Opgave 2.8 Kunt u zelf nog meer waarden voor L vinden zó dat a* + Lb* = c? een oplossing 
in positieve gehele a,b,c heeft? 


De formule waarmee we nieuwe oplossingen produceren is niet nieuw. Hij is afkomstig van 
Fermat die hem ontdekte met behulp van meetkundige argumenten. In het projekt ‘Elliptische 
krommen, c° = af + Lb*’ zullen we Fermat in zijn voetsporen volgen en deze formule met een 
(hopelijk) verhelderende meetkundige konstruktie afleiden. 


3 Arithmetische oplossing van a? + b? = c° 


In de nu volgende opgaven werken we de volledige oplossing van a? + b? = c? in gehele a,b,c 
uit. Zoals eerder opgemerkt kunnen we aannemen dat ggd(a,b) = 1, anders delen we gewoon 
de gemeenschappelijke factoren weg. Eerst hebben we een tweetal basisprincipes nodig. 


Opgave 3.1 Toon aan dat een kwadraat bij deling door 4 rest 0 of 1 oplevert. 
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Opgave 3.2 Zij m,n een tweetal positieve gehele getallen met ggd(m,n) = 1. Stel dat mn 
een kwadraat is. Toon aan dat m en n dan ook elk een kwadraat zijn. 


We zijn nu klaar om een oplossing te geven. Stel dat a,b,c een oplossing in gehele positieve 
getallen is van a? + b? = c?° met de eigenschap dat ggd(a, b) = 1. 


Opgave 3.3 Waarom zijn a,b niet beide even? Laat m.b.v resten bij deling door 4 zien dat a 
en b niet allebei oneven zijn. 


Uit voorgaande vraag volgt dat a en b niet allebei tegelijk even respektievelijk oneven kunnen 
zijn. We zullen aannemen dat a oneven is en dat b even is. Als dat niet zo is verwisselen 
we a en b gewoon. We zullen aantonen dat er positieve oneven getallen k,l bestaan, met 
ggd(k‚l) =1 zó dat a =kl,b= (kh? —1°)/2,e= (k? +1°)/2. 


Opgave 3.4 We herschrijven de vergelijking als a? = c? —b? = (ec —b)(c+b). 
1. Laat zien dat ggd(c — b‚c+b) =1. 
2. Concludeer nu uit a? = (c— b)(c+b) dat c+ b kwadraten zijn. 
$. Stelc-b=lt enc+b=k? en leidt af dat a = kl,b= (k? —1°)/2,c= (hk? +12)/2. 
4. Controleer dat k‚l oneven zijn en dat ggd(k,l) = 1. 


We moeten tenslotte controleren of onze formule met k,‚l oneven en ggd(k,‚l) = 1 altijd een 
primitief pythagoreïsch drietal oplevert. 


Opgave 3.5 Stel k‚l oneven en ggd(k‚l)= 1. Stela=kl,b= (k? —1°)/2, e= (k? +1°)/2. 
1. Controleer dat a? + b? = c?. 


2. Laat zien dat ggd(a,b) = 1. Controleer hiertoe dat elke(eventuele) gemeenschappelijke 
priemdeler van a en b ook deler is van k en |. 


We kijken nog even naar het verband met de formules a = m? — n?,b = 2mn,e= m? + n? uit 
P.Stevenhagen’s tekst. 


Opgave 3.6 Stel we hebben oneven k‚l € Zoo gekozen met k > l. Schrijf a = kl‚b = (k2 — 
P)/2,e= (k°+1°)/2. Voer de nieuwe gehele getallen m,n in door m = (k+I)/2,n = (k—l)/2. 


1. Laat zien dat geldt a= m? — n°‚b= 2mn,c= m? +n?. 


2. Stel dat ggd(k,l) = 1. Laat zien dat ggd(m,n) = 1 en dat m + n oneven is. 
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4 Meetkundige oplossing van a° +b? = c? 


De tweede methode om a° + b? = c? op te lossen is een meetkundige en kan ook direct in veel 
algemenere situaties worden toegepast. Mocht u in deze opgaven vast komen te zitten dan 
kunt u altijd nog even naar de tekst van P.Stevenhagen kijken om te zien hoe het verder moet. 
Deel aan beide zijden door c° en vervang a/c,b/c door respectievelijk z en y. We krijgen de 
vergelijking z? +y* = lin z,y€ Q. Het probleem om pythagoreïsche drietallen te vinden is 
nu vertaald naar het probleem om punten met rationale coördinaten (=rationale punten) op 
de cirkel te vinden. Als we omgekeerd een rationaal punt (z,y) op de cirkel hebben kunnen 
we daaruit een (primitief) pythagoreïsch drietal maken door de noemers van zr en y weg te 
vermenigvuldigen. Dus, (5/13)? + (12/13)? = 1 op de cirkel geeft het drietal 5? + 12? = 132. 
Merk allereerst op dat er minstens één rationaal punt op de cirkel z? + y° =1 ligt, namelijk 
(1,0). 


Opgave 4.1 Stel (z,y) is een rationaal punt op de cirkel. Zijt de helling van de verbin- 
dingslijn tussen (1,0) en (x,y). Geef een formule voor t in termen van x en y. Merk op, dat 


te Qq. 


We kunnen ook het proces omkeren. Stel t € Q en zij l de rechte lijn door (1,0) met helling 
t. Als een rechte lijn een cirkel snijdt, doet hij dat in het algemeen in twee punten. 


Opgave 4.2 Stel de vergelijking van l op. Bereken het tweede snijpunt van l met de cirkel 
z° +y* =1 in termen van t. (Het eerste snijpunt is uiteraard (1,0)). 


Opgave 4.3 Kies een aantal rationale waarden van t en construeer met behulp van boven- 
staand resultaat de corresponderende pythagoreïsche drietallen. 


Bovenstaande methode om rationale punten op een cirkel te vinden werkt niet alleen bij een 
cirkel, maar zelfs bij willekeurige kegelsneden (cirkels, ellipsen, hyperbolen, parabolen). In 
het algemeen zijn dit krommen van de vorm Az? + Bzy + Cy? + Dz +Ey+F =0 (met 
daarbij de voorwaarde dat B? — 4AC # 0). We hoeven slechts één rationaal punt P op de 
kromme te vinden en vervolgens kunnen we er oneindig veel construeren door een willeurige 
lijn met rationale helling door P te trekken en het tweede snijpunt met de kromme te bepalen. 
In de volgende opgave nemen we de kromme z? + 2y? = 3. Na wegwerken van de noemers 
correspondeert dit met het probleem a? + 2b? = 3c? in gehele a,b,c. 


Opgave 4.4 Merk op, dat het punt (1,1) op z? +2y? = 3 ligt. Voer de opdrachten van de 
vorige opgaven uit, maar nu voor de kromme z? +2y? = 3 en het punt (1,1). Geef vervolgens 
een formule die oneindig veel oplossingen van a? + 2b? = 3c? in a, b‚c geheel levert. 


5 De vergelijking af + bf = c? 


In deze sectie zullen we stapsgewijs aantonen dat er geen oplossingen a,b,c in de positieve 
gehele getallen bestaat. In de tekst van P.Stevenhagen kunnen we al een dergelijk bewijs 
vinden, maar hier geven we voor de aardigheid een ander bewijs. Het principe is wel hetzelfde, 
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via Fermat’s dalende inductie. Het werkt als volgt. Neem aan dat er een oplossing a, b, c met 
ggd(a,b) = 1 bestaat waarbij c zo klein mogelijk is gekozen. We zullen daaruit een nieuwe 
oplossing construeren met een kleinere waarde van c. Dit is in tegenspraak met de genoemde 
minimaliteit van c. Kortom, er kunnen helemaal geen oplossingen zijn. 

Een belangrijk ingredient in ons bewijs wordt gegeven door het volgende. 


Opgave 5.1 Zij m,n een tweetal positieve gehele getallen zó dat ggd(m,n) = 1. Stel dat mn 
een vierde macht is. Bewijs dat m en n zelf vierde machten zijn. 


Opgave 5.2 Laat zien dat een kwadraat bij deling door 4 altijd rest O of 1 oplevert. Laat 
vervolgens zien dat a en b niet beide even en niet beide oneven kunnen zijn. 


Laten we aannemen dat a oneven en b even is. We zullen nu aannemen dat c bij deling door 
4 rest 1 oplevert. Het geval met rest 3 zullen we straks behandelen. 


Opgave 5.3 Ga na dat c+a? even is maar slechts één faktor 2 bevat. Herschrijf de vergelijking 
af +bf=c? in de vorm , 
cC-ac+Ha 
= (b/2)*. 
TE =(0/2) 
Laat zien dat ggd((c—a°)/8, (c+a°)/2) = 1. Ga na dat (c—a?)/8 en (c+a?)/2 beiden positief 
en vierde macht zijn. 








Stel (c — a°)/8 = ut en (c+ a°)/2 = v*. Leidt hieruit af, a? = ví — 4u“. We weten dat v 
oneven is, en dus ook a. Herschrijf deze vergelijking als ((a — v?)/2)((a + v?)/2) = —4Au*. 


Opgave 5.4 Bewijs dat ggd((a — v?)/2), (a + v?)/2) = 1. Laat zien dat er r‚s € Zo bestaan 
zó dat (a —v°)/2= —r*,(a+v?)/2=s*. Laat zien dat v? =r* + s* en controleer dat v < c. 


Hiermee hebben we in het geval dat c rest 1 bij deling door 4 geeft een kleinere oplossing 
gevonden en Fermat’s dalende induktie voltooid. Blijft over het geval dat c rest 3 oplevert bij 
deling door 4. 


Opgave 5.5 Werk dit geval zelf uit. 


6 Formules voor oplossingen van a° +b? =d 


Uit de teksten over Pythagoreïsche drietallen hebben we meermalen gezien dat we oneindig 
veel positieve gehele oplossingen a,b,c kunnen vinden door gebruik te maken van de formules 


a= m? — n?, b= 2mn, b= m? +n? 


en daarin willekeurige waarden van m en n te substitueren. Bovendien hebben we gezien, dat 
als we m en n zo kiezen dat ggd(m,n) = 1 en hun som oneven is, het resulterende drietal 
a,b,c primitief is, dat wil zeggen dat a,b,c geen gemeenschappelijke deler > 1 hebben. In 
de volgende opgaven zullen we onderzoeken of er voor andere keuzen van r,‚s,t ook dergelijke 
formules bestaan, die bovendien oneindig veel verschillende primitieve oplossingen a,b,c voor 
a” +b' =c' leveren. In het bijzonder zijn we geïnteresseerd in het geval r = s = 2. Om een 
voorbeeld te noemen, oneindig veel oplossingen van a? + b? = c° worden gegeven door 


a= m° — 3mn?, b= 3m?n — n°, c= m? +n?. 
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Opgave 6.1 Verifieer dit. Kies m,n zo dat ze g.g.d. 1 hebben en hun som oneven is. We 
laten met behulp van de volgende stappen zien dat a,b,c een primitief drietal is. Neem om te 
beginnen aan dat a,b wèl een gemeenschappelijke priemdeler, zeg p,‚ hebben. Uiteraard deelt p 
dan ook c. 


1. Laat zien dat p noch m, noch n deelt. 
2. Laat zien dat p # 2. 


9. Ga na dat 3an — bm = 8mn en concludeer dat p deler is van 8m?*n. Concludeer dat dit 
in tegenspraak is met de voorgaande twee onderdelen, dus….? 


Voor we verder gaan, nog een opmerking. Uitgaande van bijvoorbeeld de gelijkheid 112 +2? = 
5° kunnen we oneindig veel oplossingen construeren door aan beide zijden met een zesde macht 
k° te vermenigvuldigen. We krijgen (11k®)? + (2k°)? = Ani en door k willekeurig geheel te 
kiezen vinden we ook oneindig veel oplossingen van a? + b? = c*. Echter, deze oplossingen 
zijn niet primitief, ze bevatten immers gemeenschappelijke faktoren k. Dergelijke (flauwe) 
mogelijkheden om oneindig veel oplossingen te maken willen we voortaan buiten beschouwing 
laten. 

We gaan nu series oplossingen a,b,c maken voor a? +b? = c' met t willekeurig. Hiertoe maken 
we gebruik van het symbool de Als we dit symbool aan de gewone getallen toevoegen 
krijgen we te maken met de zogenaamde compleze getallen. Voor deze opgave is het echter 


alleen nodig om te weten dat (1)? = —1 en dat als gevolg daarvan voor willekeurige x,y 
geldt (z + yv-1)(z — y/-1) = 2? + y?. 
eten 6.2 Bewijs door haakjes wegwerken dat (m 5 ER = (m3 — 3mn?) + (3mn? — 


n°)V-1. Op precies dezelfde manier geldt (m — n/— (m° — 3mn?) — (3mn? — n° WV -1 
(V-1 is door ——1 vervangen). Vermenigvuldig van iin beide identiteiten de linkerzijden 
en de rechterzijden met elkaar. Vergelijk het resultaat met de vorige opgave. 


Opgave 6.3 Werk nu (m+nV-1)* uit en leidt hier een formule voor oneindig veel oplossin- 
gen van a? +b? =c* uit af. Bewijs dat deze formule ook oneindig veel primitieve oplossingen 
levert. 

Doe hetzelfde voor de vergelijking a? + b? = c®. 


De vraag is of voor willekeurig exponenten r,‚s‚t de algemene vergelijking a” + b’ = c' ook 
dergelijke geparametriseerde oplossingen toelaat. Uit een recente stelling blijkt dat er restric- 
ties voor r, st zijn. 


Stelling 6.4 (Darmon, Granville, 1993) Stelr,s,t€ N>2 en a, ,y E No gegeven. Als 


1 1 1 
=H <1 
rr 8 t 


dan heeft de vergelijking aa” + Bb = yc'‚ggd(a,b,‚c) = 1 in de positieve gehele onbekenden 
a,b,c slechts eindig veel oplossingen. 
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In het geval dat 1/p+1/q+1/r = 1 hangt het helemaal van de keuze van a, 6, y af of er wel of 
niet oneindig veel oplossingen kunnen zijn. Voorbeelden van dergelijke vergelijkingen worden 
behandeld in de projekten over elliptische krommen. Alsa=g=y=lent+iji=ldan 
kunnen we aantonen dat er geen positieve oplossingen zijn, maar het bewijs ervan is lastig. 
Uit bovenstaande opmerkingen blijkt dus dat geparametriseerde oplossingen alleen kunnen 
bestaan als ip 1 +À > 1. Trouwens, om dit in te zien kunnen we ook de eenvoudiger methode 
gebruiken die in het projekt ‘Fermat vergelijking in polynomen’ behandeld wordt. Daarin 
lossen we namelijk a” +b° = c' in polynomen a,b,cop. Het blijkt daar dat polynoomoplossin- 
gen alleen kunnen bestaan als 1 4+i4i>l1. 


7 Fermatvergelijking in polynomen 


Omdat de oplossing van Fermat’s laatste probleem zo lang uitbleef, hebben veel wiskundigen 
de vergelijking a” +b”* = c” ook in andere getalsystemen dan Z bestudeerd. Eén van de gevallen 
waarin een analogon van het Fermatvermoeden bewezen kon worden is dat van P*+Q" = R" 
in polynomen P,Q,R. We zullen de volgende stelling gaan bewijzen. 


Stelling 7.1 Steln € N>s. Dan heeft de vergelijking 
Pr = RP, ggd(P,Q) =1, PQR niet constant 
geen oplossing in polynomen P‚Q,‚R. 


Eerst even een paar opmerkingen over polynomen. Hieronder verstaan we uitdrukkingen van 
de vorm a„t” +an_it" 14: -+ait+ag waarin t een variabele is, en de a; de coëfficienten zijn, 
die in Q,R of C gekozen kunnen worden. Als a, # 0, dan zeggen we dat a, de kopcoëfficient 
is en dat de graad van ons polynoom n is. De graad van een polynoom P noteren we met 
gr(P). Constante polynomen hebben graad 0, behalve het nulpolynoom 0, waaraan we geen 
graad toekennen. Een polynoom P heet deelbaar door een polynoom Q als er een polynoom R 
bestaat, zo dat P = QR. Notatie: Q|P. Bovendien volgt uit P #0 en Q|P dat gr(Q) < gr(P). 
Evenals bij getallen kunnen we bij polynomen spreken van een grootste gemeenschappelijke 
deler van twee polynomen P,Q, niet beide nul. Hieronder wordt verstaan het polynoom 
met de grootst mogelijke graad en kopcoëfficient 1 die beide polynomen P,Q deelt. De eis 
kopcoëfficient 1 is er slechts om meerdere keuzemogelijkheden te voorkomen. De g.g.d. van 
t° — len t? — 1 is bijvoorbeeld t — 1. Zonder de eis op de kopcoëfficient zou bijvoorbeeld 
2(t — 1), een flauwe variant op t — 1, ook een goede kandidaat zijn. Een belangrijke regel die 
we zullen gebruiken is dat als Q en P g.g.d. 1 hebben en we weten dat Q|PR, we mogen 
concluderen dat Q|R. 

In de volgende opgave bewijzen we Stelling 7.1. 


Opgave 7.2 Stel dat we wel een oplossing hebben. Hiervan mogen we aannemen dat gr(P) < 
gr(Q) want anders verwisselen we gewoon P en Q. Bewijs dat gr(R) < gr(Q). Nu nemen we 
de gelijkheid P* +Q" = R" en differentiëren deze naar t. Neem de oorspronkelijke vergelijking 
maal R' en trek daar de gedifferentieerde vergelijking maal R/n van af. Voer nu de volgende 
stappen uit, 
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1. Bewijs dat Q"-I(R'P - PR). 
2. Stel RP - PR#0. Laat zien dat Q*"*'|(R'P — PR) onmogelijk is als n > 3. 


3. Stel RP — P'R=0. Laat zien dat P/R constant is. Laat bovendien zien dat P‚R zelf, 
en dus ook Q, constant zijn. ' 
Conclusie? 


Als bovenstaand bewijs duidelijk is, dan kunnen we met wat meer moeite ook de volgende 
(uitgebreide) opgave maken. 


Opgave 7.3 Stel r‚s,t € N>z en stel dat 
ON 
r st 
Bewijs dat de vergelijking 
P4+Q'=R', ggd(P,Q) =1, PQR niet constant 


\ 


geen oplossing in polynomen P‚Q,R heeft. 


De bewering van deze opgave toont tevens aan dat het in het geval 2 + 2 + £ < 1 zinloos is 
om naar geparametriseerde oplossingen van a” + b’ = ct te zoeken. 


8 Het ABC-vermoeden 


Ter herinnering, 


Vermoeden 8.1 (Masser-Oesterlé) . Stel > 1. Dan geldt, op een eindig aantal uit- 
zonderingen na, voor ieder drietal A,B‚C € Zo met A+ B = C en ggd(A,B‚C) = 1 de 
ongelijkheid C < (N(ABC))®. 


Nogmaals willen we erop wijzen, dat het hier om een vermoeden gaat. Er is dus geen enkel 
bewijs voor bekend. We hadden tijdens de “oefeningen” al opgemerkt dat het ABC-vermoeden 
met a = 1 niet kan gelden. We zullen nu kijken waarom dit niet kan. 


Opgave 8.2 Stel A=1,B=8,C=9. Bereken N(ABC) en vergelijk dit met de waarde van 
C. 


We hebben dus een voorbeeld met C > N(ABC) gevonden. Ziet u er nog meer? Echter, een 
eindig aantal uitzonderingen op de ongelijkheid wordt door het vermoeden toegelaten. Pas 
als we oneindig veel voorbeelden met C > N(ABC) hebben gevonden, mogen we concluderen 
dat het ABC-vermoeden met a = 1 niet waar is. 


Opgave 8.3 Laat zien dat iedere macht 9* van 9 bij deling door 8 rest 1 oplevert. Stel 
9 =148z, en stel A=1,B = 82, C = 9", Laat zien dat N(ABC) < (3/4)C. 
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Misschien valt er nog wat te redden van een ABC-vermoeden voor a = 1 als we aannemen dat 
er een constante is, zeg 100, zo dat C < 100N(A, B,C) op eindig veel uitzonderingen A, B,C 
na. Dat dit niet houdbaar is (voor geen enkele constante anders dan 100 ook niet) volgt uit 
de volgende opgave. 


Opgave 8.4 We nemen een variant op de voorgaande opgave en kiezen machten 3* zó dat 
3* — 1 deelbaar is door steeds hoger wordende machten van 2. Stel 32 = 1 +zx,. Bewijs dat 
voor elke n geldt zi: = Tn(2 +2). Bepaal de eerste paar waarden van z„. Merk op dat 
T„ even is en laat met behulp van de recursieve relatie zien dat 2"+? deler is van z,. Stel nu 
A=1,B=z,,C = 3?" en geef een bovengrens voor N(ABC). Vergelijk deze grens met de 
grootte van C. 


Een belangrijke consequentie van het ABC-vermoeden is de volgende. 


Stelling 8.5 Stel dat het ABC-vermoeden waar is. Dan zijn er maar eindig veel positieve 
machten a” ‚b’‚c* zó dat a” +b’ = cf, ggd(a,b) = 1 en 4 + 1 RS 1 ë 1: 


Deze stelling werd al geuit en bewezen in de tekst van R.Tijdeman. We zullen hier wat 
uitgebreider op dit bewijs ingaan. De eerste belangrijke observatie is de volgende. 


Opgave 8.6 Stelr,s,t€ Za en E+à4? <1. Bewijs dat 24445 S1-1/42. 


We kunnen nu de implikatie ABC-vermoeden>onze stelling laten zien. Kies a met 1 <a < 
(11/42)! en A=a,B=b",C=c. 


Opgave 8.7 Laat zien dat, met bovenstaande keuzen van A‚B,‚C, geldt N(ABC) < abc < 
Cr+i+t, Formuleer het ABC -vermoeden voor bovenstaande keuze van a en combineer dit met 
de bovengrens voor N(ABC). Gebruik ook dat 24244 S1-— 1/42. Wat is vw conclusie? 


9 Elliptische krommen, X3+Y® = AZ? 


Sinds Euler weten we dat a° + b° = c° geen oplossingen in a,b‚c € Nao heeft. Wij bekijken 
een variant op deze vergelijking die meteen aansluiting geeft op het onderwerp elliptische 
krommen. We merken hier meteen wel met nadruk op, dat deze aansluiting niets te maken 
heeft met het verband van Frey en Ribet tussen Fermat’s vergelijking en elliptische krommen. 
De variant die we bekijken is X*+Y? = AZS in de onbekenden X,Y,Z € Zen waarin A een 
vast gekozen geheel getal is. Delen we aan beide zijden door Z?® en vervangen we X/Z,Y/Z 
door respectievelijk z,y dan blijkt dat we net zo goed kunnen kijken naar de vergelijking 


z°+y*=Ainz,yeQ. 


Merk op dat deze vergelijking een kromme in het zy-vlak geeft. Een oplossing (x,y) van deze 
vergelijking zullen we voortaan een rationaal punt op de kromme z? + y? = A noemen. Merk 
ook op dat een oplossing z,y € Q aanleiding geeft tot een oplossing van X*+Y° = AZ? in 
X,Y,Z € Z door gewoon de noemers uit te vermenigvuldigen. Omdat de totale graad waarin 
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z‚y voorkomen 3 is, en omdat er geen singuliere punten zijn (het geeft niet als u niet weet 
wat dat zijn) is dit een voorbeeld van een zogenaamde elliptische kromme (heeft dus niets 
met ellipsen te maken). Woordelijk gezegd luidt ons probleem nu, welke gehele getallen A 
kunnen worden geschreven als som van twee rationale derde machten, en zo ja, op hoeveel 
verschillende manieren kan dit? Momenteel is deze vraag nog niet volledig opgelost, hoewel 
recente ontwikkelingen in de arithmetiek van elliptische krommen de oplossing steeds meer 
binnen handbereik brengen. 
In de volgende opgaven beschrijven we een meetkundige constructie, oorspronkelijk afkomstig 
van Fermat, waarmee het mogelijk is om uit gegeven oplossingen voor z° +y° = A nieuwe 
oplossingen te construeren. Eerst een voorbeeld, beschouw de kromme z° +y° = 1729. Hierop 
liggen zelfs twee punten met gehele coördinaten, namelijk (10,9) en (1,12). Controle: 10° + 
99 = 1729 en 19 + 12% = 1729. (1729 is Ramanujan’s apocriefe voorbeeld van een geheel 
getal dat op meerdere manieren som is van twee positieve gehele derde machten. Het is het 
kleinste getal met deze eigenschap). Uit deze oplossingen kunnen we door een meetkundige 
constructie, waarvan de oorsprong teruggaat tot Diophantos, een nieuwe oplossing maken. 
Deze gaat als volgt. Bepaal de rechte lijn die door de twee punten gaat, y = —2/3 + 37/3. 
Snijd deze met de kromme z° + y° = A. We verwachten hierbij drie snijpunten, omdat een 
rechte lijn een derde graads kromme (kubische kromme) in het algemeen in drie punten snijdt. 
Twee snijpunten kennen we al, (10,9) en (1,12). We willen graag het derde snijpunt bepalen. 
Dit kunnen we doen door bijvoorbeeld y uit beide vergelijkingen te elimineren. We krijgen, 


23 + (-2/3 + 37/3)® = 1729. 


Na uitwerking, 
26,5, 9T,>_ 1969, , 3070 _, 
27 9 9 27 ’ 
We vermenigvuldigen dit met 27/26 om de coëfficient van z° gelijk aan 1 te maken en vinden, 
ed) 
Merk op dat we de termen van lagere graad niet hebben uitgewerkt. Het enige dat ons 
interesseert is dat we een kubische vergelijking in z hebben gevonden. In het algemeen hebben 
kubische vergelijking drie lelijk uitziende oplossingen waar we helemaal niks mee kunnen. In 
ons geval weten we meer, en dit is precies de reden dat onze constructie werkt. De drie 
oplossingen voor z zijn namelijk de z-coördinaten van de drie snijpunten van de rechte lijn 
met onze kubische kromme z° +y®* = 1729. Twee ervan weten we al, dat zijn z = 10 en 
z = 1. Verder merken we op, dat de som van de nulpunten van een kubisch polynoom 
Xt pX?+qX +r precies gelijk is aan —p. Voor de z-coördinaat zo van ons derde punt geldt 
dus 10+ 1 + zo = —-111/26 en dus, zo = —-397/26. De bijbehorende y-coördinaat vinden we 
door yo = —zo/3 + 37/3 = 453/26. Controle leert inderdaad dat 


—397\®  (453\° 
(5) se (Fe) = 1729. 
Aangemoedigd door het succes van deze constructie kunnen we natuurlijk proberen nog een 
punt te vinden door (1,12) en (—397/26,453/26) op analoge wijze te combineren. Helaas 
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vinden we dan weer het oude punt (10,9). Waarom? Maar geen nood, (453/26, —397/26) 
(coördinaten verwisselen) is ook een punt op onze kromme en combinatie met (1, 12) levert 
inderdaad weer een nieuw punt, te weten 


(2472830/187953, —1538423/187953). 


De constructie die begint met twee punten P,Q op de kromme z° + y? = A, vervolgens de 
lijn door P,Q trekt, het derde snijpunt R bepaalt en daarvan de coördinaten verwisselt is een 
voorbeeld van het optellen van punten op de kromme z? +y° = A. De som van P,Q na deze 
constructie geven we aan met P®Q. 

We kunnen ook een punt P van de kromme z° + y° = A bij zichzelf optellen. In plaats van 
een verbindingsrechte tussen twee punten nemen we nu de raaklijn aan de kromme in P. De 
raaklijn aan z° +y° = A in het punt P = (zo, yo) wordt gegeven door zâz + y2y = A. Deze 
raaklijn snijdt de kromme in P (dubbel) en in een ander punt. De berekening van dit laatste 
punt gaat op dezelfde manier als daarnet, de bijdrage in de som van de coördinaten van de 
snijpunten door het punt P is nu 20. Verwisseling van coördinaten van het zo gevonden punt 
geeft een nieuw punt op onze kromme dat we zullen aangeven met P ® P of kortweg, 2P. 


Opgave 9.1 Bereken P®P opz° +y* = 7 als P = (2,-1). Bereken vervolgens (veel 
rekenwerk) 3P = PB P@&P. (Antwoord: (—-17/38,73/38)). 


Soms gaat het mis, zoals in de volgende opgave. 
Opgave 9.2 Bereken PDQ op z° +y?* =9 als P= (2,1),Q = (1,2) 


In bovenstaande opgave is er blijkbaar geen derde snijpunt en kunnen we dus niet optellen (!2). 
De juiste manier om hier tegenaan te kijken is dat het derde snijpunt op oneindig ligt… Als 
we de kromme homogeen zouden schrijven in de vorm 23 +y?® = Az? zou dit punt op oneindig 
corresponderen met (1,—1,0). Aangezien we de boel hier niet homogeen schrijven moeten 
we accepteren dat er een punt ”op oneindig” bestaat, dat we voortaan O zullen noemen, en 
dat de eigenschap heeft dat een rechte lijn door O van de gedaante zr +y = cis. Een lijn 
trekken door O en (zo, yo) is nu niet moeilijk meer, we kiezen c gewoon zó dat (zo, yo) op de 
lijn z +y=cligt. De raaklijn door O aan de kromme z? +y°® = Ais de lijn z +y = 0. Als 
tenslotte de verbindingslijn tussen twee punten P,Q van de vorm z +y = cis, dan is O het 
derde snijpunt en we hebben P®Q =O. Dit was het geval in onze laatste opgave. 


Opgave 9.3 Bewijs dat voor elk punt P op de kromme geldt dat O®© P =P. 


De optelling die we zojuist ingevoerd hebben op de rationale punten van z° + ĳ° = A heeft 
enkele belangrijke eigenschappen, namelijk 


1. Voor alle P,Q geldt PQ =QEP. 
2. Bij elk punt Pis ereen punt Q zó dat P9Q =O. 
3. Voor alle P,Q,R geldt (P©Q)@R=Pe(QeER). 
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keien 


De eerste eigenschap volgt meteen uit de constructie, de volgorde van de pünten doet daarin 
niet ter zake. De tweede eigenschap is ook makkelijk, als P = (zo,yo) dan nemen we Q = 
(Yo, Zo). Het punt Q heet de tegengestelde van P, notatie: —P. Het bewijs van de derde 
eigenschap (associativiteit) is helemaal niet makkelijk. Immers, eerst P@®Q uitrekenen en 
dan R daarbij optellen is een totaal andere procedure dan eerst Q © R bepalen en daar P 
bij optellen. Dat het resultaat toch hetzelfde is, is een fraai resultaat uit de algebraïsche 
meetkunde. 

Als we een aantal punten P,,P2,... hebben gegeven kunnen we daar natuurlijk veelvouden 
van uitrekenen (zowel positieve als negatieve) en ze ook optellen. We krijgen op die manier 
allemaal nieuwe punten van de vorm n, P, ® n2P3 ®--: met nj, n2,.. willekeurig geheel. De 
vraag die we ons direkt kunnen stellen is, of er slechts een eindig aantal rationale punten nodig 
is om zo alle rationale punten op de kromme te produceren. Deze vraag werd voor het eerst 
door H.Poincaré geformuleerd en door L.J.Mordell bewezen in 1922. 


Stelling 9.4 (Mordell,1922) Stel A # 0. Er bestaat een eindig aantal rationale punten 
P..…,B op de kromme z° +y® = A zó dat ieder ander rationaal punt op z?° +y? = A 
verkregen kan worden door herhaalde optelling van de punten P.. 


10 Elliptische krommen, Y? = X? + AZ 


De studie van de vergelijking Y? = X® + AZS in de onbekenden X,Y,Z € Z verloopt in grote 
lijnen hetzelfde als de studie van X®+Y? = AZ?. Daarom is het verstandig eerst de opgaven 
uit de sectie "Elliptische krommen, X® + Y* = AZ?” te volgen. 

Stel dat we een oplossing hebben voor Y? = X%+AZ® (A is hierbij een vast geheel getal # 0). 
Deel aan beide zijden door Z° en vervang Y/Z®, X/Z? door y‚z respectievelijk. We krijgen 
dan de vergelijking 


ld 


y=rt+A zyeQ. 


Met andere woorden, we zijn weer in het probleem beland om rationale punten op een al- 
gebraïsche kromme, dit keer y? = z? + A, te vinden. Een eerste vraag die rijst is of een 
oplossing z,y € Q van y° = z° + A na uitvermenigvuldiging van de noemers weer een oplos- 
sing van Y° = X° + AZ° geeft. Een voorbeeld, (5497/10648)? = (785/484)® — 4. Merk op 
dat 484 = 22° en 10648 = 22°. Na uitvermenigvuldiging van de noemers vinden we inderdaad 
5497° = 785% — 4. 226, 


Opgave 10.1 Stel A€Zenz,yeQ zódat y? =2* + A. Geef de noemers van x,y aan met 
respectievelijk n‚‚n,. Laat zien dat er een geheel getal d bestaat zó dat n‚ = d? en B =d. 
(Hint: bewijs dat nô = nj). 

De optelling van twee punten P en Q op y? = z° + A gaat als volgt. Construeer de lijn / die 
door P en Q gaat en bepaal het derde snijpunt R van l met y? = z° + A. Het punt P©Q 


krijgen we nu door de y-coördinaat van R van teken te veranderen. 


Opgave 10.2 Voer bovenstaande constructie uit door de punten (—1,4) en (—2,3) op y° = 
z° +17 bij elkaar op te tellen. 
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Een punt P op y? = z? + A bij zichzelf optellen gaat ook. Stel P = (zo, yo), dan wordt de 
raaklijn aan de kromme door P gegeven door 2yoy = 3zâr — zj + 2A. Veranderen we de 
y-coördinaat van het derde snijpunt van teken dan vinden we als resultaat het punt P@® P of, 
kortweg, 2P. 


Opgave 10.3 Bepaal 2P als P het punt (4,9) op y? = 2? +17 is. 


Wederom hebben we één punt op oneindig dat we weer met O aangeven. Voor onze constructies 
is het voldoende te weten dat een lijn door O van de gedaante z = c is. 


Opgave 10.4 Laat zien dat voor ieder punt P op y° = 12° + A geldt, P©O =P. 


11 Elliptische krommen, Y? = X* + AZ? 


Voor het begrijpen van de opgaven in deze sectie is het verstandig eerst de opgaven uit de 
sectie ”Elliptische krommen, X% + Y* = AZ3” te proberen. We pakken de vergelijking Y? = 
X* + AZ“ aan door aan beide zijden door Z* te delen en vervolgens X/Z,Y/Z? te vervangen 
door respectievelijk z,y. We belanden dan in het probleem y? = z° + A,r,y€ Q. Allereerst 
merken we op dat iedere oplossing van deze vergelijking, na uitvermenigvuldiging van de 
noemers, weer aanleiding geeft tot een oplossing van Y?= X* + AZ*, 


Opgave 11.1 Stel AE Zenz,yeQ zódat y? =2* + A. Geef de noemers van z,y aan met 
respectievelijk n‚‚n. Laat zien dat n, = n?. 


Ld 


We hebben te maken met een kromme van graad 4 (er is immers een term z*). Hierdoor kunnen 
we niet zomaar de koorde- en raaklijnmethode uit de opgaven bij z°+y° = A toepassen, omdat 
een rechte lijn de kromme y? = z* + A vaak in vier punten zal snijden. Dit levert naast de twee 
gegeven punten die we willen combineren een extra tweetal punten, terwijl we juist precies 
één punt willen vinden. Voor een algemene kromme van graad 4 kunnen we aantonen dat 
er geen mooie optelstruktuur van punten bestaat zoals we die bij derde graadskrommen als 
z°+y* = Aen y? = 12° + A hadden. Echter, dank zij de speciale gedaante van y? = z* + A is 
het in dit geval wel mogelijk, en de constructie die we hier voor gebruiken is direkt van Fermat 
afkomstig en wordt beschreven in zijn ” Inventum Novum”. 

Stel we hebben twee rationale punten P,Q op de kromme y? = z* + A. Hoe maken we hier 
een nieuw punt uit? Fermat’s idee is om een parabool y = z? +azr +4 te construeren die door 
Pen Q gaat en deze vervolgens te snijden met y? = z* + A. De “truc” van Fermat was dat 
we na eliminatie van y uit y? =z* + Aeny=z? +az +9 krijgen, z° + A= (z? +az +9)? 
Na uitwerking van de rechterkant blijken de termen z* tegen elkaar weg te vallen! We houden 
dan een derde graadsvergelijking over, waarvan we twee wortels als kennen, namelijk de z- 
coördinaten van P en Q. De derde oplossing kan nu gemakkelijk bepaald worden, en levert de 
z-coördinaat van een nieuw rationaal punt. Een voorbeeld, bekijk de punten (0,3) en (2,5) 
op y? = z* +9. De parabool door deze punten wordt gegeven door y = 2? —r +3. Snijdt deze 
parabool met de kromme y? = z* +9 door eliminatie van y. We vinden zf +9 = (2? —z +3)? 
en na uitwerking, 22° — 72° +6z = 0. De twee wortels # = 0,2 kenden we al, de derde wortel 
is 3/2. De bijbehorende y-coördinaat is (3/2)? — (3/2) +3 = 15/4. We hebben een punt 
(3/2, 15/4) op y° = z* +9 gevonden! 


50 


Opgave 11.2 Combineer de punten (0,3) en (2, —5) op y? = z*+9 volgens Fermat’s methode. 


Op analoge wijze wist Fermat ook een rationaal punt P op y? = zf + A met zichzelf te 
combineren tot een nieuw punt. We moeten dan de parabool y = z? + ar + @ kiezen die 
y? =z*+A precies in het punt P raakt. Aangezien de berekening nogal ingewikkeld is, geven 
we hier het resultaat. Als P = (zo, yo) een punt op y° = z° + A is, dan raakt de parabool 


2A 
y=r +ar+g, met a= 2 (zi — 40), Pooh 
0 0 


de kromme y? = z° + A in het punt P. 


Opgave 11.3 Construeer uit het punt (2,5) op y° = z*+9 een nieuw rationaal punt. Vergelijk 
dit resultaat met de ‘Oefeningen rond Fermat’, tweede uur. 


We zien ook nu weer een aanzet verschijnen tot een optelstruktuur op de punten van y° = 
z* + A. Echter, de struktuur van deze kromme op “oneindig” is wat ingewikkelder dan in de 
derde graads voorbeelden. We gaan daarom niet proberen een precieze beschrijving van de 
optelstruktuur te geven. Wel merken we op, dat wat voor Fermat een wonder of een curiositeit 
was, namelijk het wegvallen van de termen zf, tegenwoordig een automatisch gevolg is van 
de standaardtheorie van de algebraïsche meetkunde van krommen. Het wegvallen van de 
termen z° betekent niets anders dan dat de parabool en de kromme y? = z + A elkaar in 
de punten op oneindig snijden (zelfs vijfvoudig). Ook volgt de keuze van de parabool uit een 
standaardconstructie van optelwetten op krommen. 
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Elliptische krommen, 
van Taniyama-Weil naar Fermat. 


F. Oort 


“Fermat, l'un des géomètres dont les travaur contribuèrent le plus à accélérer la 
découverte des nouveauzr calculs, cultiva avec un grand succès la science des nom- 
bres…il est arrivé que la plupart des démonstrations de Fermat ont été perdues, et 
le peu qui nous en reste nous fait regretter d’autant plus celles qui nous manquent.” 
A-M. Legendre (1798) 


“Es zeigt sich hier einmal mehr, dass die Zahlentheorie zwar zu recht die Königin 
der Mathematik genannt wird, sie aber ihren Glanz, wie auch Königinnen sonst, 
nicht so sehr aus sich selbst als vielmehr aus den Kräften ihrer Untertanen zieht.” 
G. Faltings (1984) 


Inleiding 
FLT: voor gehele getallen a,b,‚c,‚n met n > 3 geldt: 
a'+b=c > a-b-e=0. 

(0.1) Met Fermat proberen we oplossingen van de ”Fermat-vergelijking” te vinden. Omdat 
n > 3 zien we: 

e of n is deelbaar door 3, 

e of n is deelbaar door 4, 

e of er bestaat een priemgetal {> 5 dat n deelt. 


De gevallen waar n deelbaar is door 3 of door 4 zijn opgelost door Fermat en Euler. We kunnen 
ons daarom beperken tot het geval dat n deelbaar is door €, en dus tot het geval n = 4, een 
priemgetal met { > 5. 

Het blijkt moeilijk om “alle” oplossingen van een dergelijke vergelijking te beschrijven, en 
we beperken ons tot één hypothetische oplossing (waarvan dan later aangetoond wordt dat 


die niet bestaat): 
at+bt=ct met a-b-c#0. 


Uitgaande van deze oplossing geven we een elliptische kromme E = E4,p‚c door de vergelijking 


Y' = X(X-— A(X+B) met A=a', B=bt, C=c'. 
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Vanaf dat moment verdwijnt de Fermat-vergelijking uit het beeld, en proberen we te bewijzen 
dat die hypothetische elliptische kromme E = E4,g‚c niet bestaat. Een van de redenen 
waarom deze E veel toegankelijker is (dan de kromme die bij de Fermat-vergelijking hoort, zie 
de mooie uitleg in het artikel van D. Zagier!) wordt gegeven door het feit dat een parametrizatie 
van E wel mogelijk lijkt: dat is precies het Taniyama-Weil-vermoeden (we korten dit af als 
TW). Eigenschappen van E (“semi-stabiele reductie”) vertellen welke vorm van TW we nodig 
hebben; dat geval van het TW-vermoeden is precies wat A. Wiles nu bewezen heeft. Bovendien 
vormen de punten van E een groep. Het blijkt dat de groep van {torsie punten op E 
aanleiding geeft tot structuren die (dankzij de parametrizatie met modulaire krommen) een 
tegenspraak geeft, zoals K. Ribet bewees. Daarmede is bewezen dat een kromme zoals E4 gc, 
en dus een oplossing (a,b,c) met abc # 0 niet bestaat: FLT is dan bewezen! 


(0.2) Iets over de opzet van dit artikel: Hopelijk wordt de algemene opzet van het 
bewijs van FLT duidelijk. Wat hierboven geschetst is, vat ik nog een keer samen in: 


8 7: Overzicht van het bewijs, 


de nummering (1), -- (10) die we gebruiken slaat op de indeling in $ 7. In het bewijs staat 
centraal het begrip elliptische krommen, en daarmee samenhangend de groepsstructuur, en 
goede/slechte reductie: $1 en $2. Voordat we het vermoeden van Taniyama-Weil formuleren 
leggen we in $3 uit wat modulaire krommen zijn. Ik prijs me gelukkig als het gehoor de inhoud 
van de $81,2,3,5 begrijpt, en een indruk krijgt van de aanpak van het bewijs, zoals geschetst 
in het overzicht. 


Vele stappen uit het bewijs liggen ver buiten de mogelijkheden van deze voordracht. Dat 
geldt zeker voor de stellingen van Mazur, Ribet en Wiles die essentiële stappen in het bewijs 
leveren. Maar het geldt ook voor sommige begrippen en argumenten die voor een algemeen 
gehoor niet in kort bestek uit te leggen zijn; ik heb die toch opgenomen, voorzien van een *,‚ met 
wel-gemeende excuses aan de niet-ingewijden. Maar, laat U zich daardoor niet afschrikken, 
want ze zijn vaak niet van essentiëel belang voor het begrijpen van de algemene gang van het 
bewijs. 

Verder hoop ik dat iemand die nog nooit een elliptische kromme of een Galois representatie 
in de natuur tegengekomen is, na het lezen van dit stukje toch enig idee heeft wat er in ons 
mooie vak soms voor opzienbarende dingen gebeuren. 


We merken op dat bij cruciale punten van het bewijs vaak heel eenvoudige argumenten een 
rol spelen: 

- het reductiegedrag van de elliptische kromme E4,p‚c is gemakkelijk te bepalen (zie $2); 
elementaire beschouwingen laten zien dat 


N(ABC), het product van alle priemgetallen die ABC delen 


(gemakkelijk te berekenen), precies gelijk is aan de conductor van deze kromme; daaruit zien 
we dat inderdaad het resultaat van Wiles over het semi-stabiele geval van TW van toepassing 
is op deze kromme; . 
- omdat 

{>5, en dus 4-4 > 20 > 16, 
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ne sine nt nie A 


zegt een stelling van Mazur, zie (1.5), dat een elliptische kromme over Q niet een ondergroep 
van torsie-punten rationaal over Q bezit van orde 4 - £; dit speelt een belangrijke rol in het 
bewijs, zie (6.1); 

- aan het eind van de argumenten die gebruik maken van diepe stellingen van Mazur, Ribet 
en Wiles komen we terecht bij de modulaire kromme Xo(2); daarvan is eenvoudig in te zien 
dat die kromme rationaal is, zie (3.3), en dit geeft de laatste stap (10) van het bewijs. 


(0.3) * Een merkwaardig verschijnsel: elliptische krommen komen op twee heel verschillende 
manieren voor in dit bewijs van FLT. 

- Enerzijds wordt de brug tussen FLT en TW geconstrueerd door vanuit een hypothetische 
oplossing van FLT via een elliptische kromme een Galois-representatie te fabriceren. 

- Anderzijds zijn modulaire krommen moduli ruimten van elliptische krommen met een extra 
structuur (zie 63), en kan het vermoeden van TW geformuleerd worden door te zeggen dat 
bepaalde elliptische krommen over Q geparametriseerd zouden moeten worden door een mo- 
dulaire kromme (65). (En de gevorderde lezer merkt dan ook nog op dat de X(15) die in het 
bewijs van Wiles een rol speelt, zie de voordracht van J. Top, een modulaire kromme is die 
zelf ook weer een elliptische kromme is.) 


(0.4) Enkele notaties: Voor a,b € Z schrijven we ggd(a, b) voor de grootste gemene deler 
van deze twee getallen. Als we p schrijven, dan bedoelen we in het algemeen een priemgetal; 
ook zullen we / voor een priemgetal gebruiken. 

Als A een abelse groep is, en n € Zo, dan schrijven we 


Aln]:={a€ Al n-a=0}, 


d.w.z. de ondergroep van A bestaande uit alle a € A waarvan de orde een deler is van n. 
Verder schrijven we Tors(A) := WJ, A[n] voor de ondergroep bestaande uit alle elementen van 
eindige orde in A. 

We schrijven F, voor het lichaam met p elementen, waar p een priemgetal is: F, =Z/pZ. 

Voor A,B‚C' € Z schrijven we rad(A, B,C) voor het product (tot de macht één) van alle 
priemgetallen die ABC delen; “rad” staat voor radicaal, ook de notatie N(ABC) wordt wel 
gebruikt, zie de ochtendvoordracht van R. Tijdeman. Een opmerking die even belangrijk als 
triviaal is: N(ABC) = N (abc). 


1 Elliptische krommen. 


In deze 5 geven we een definitie van het begrip elliptische kromme. Voor een uitvoerige 
behandeling verwijzen we naar de literatuur, bv. [32]. 


(1.1) Definitie (Kar(K) # 2): Zij K een lichaam. De kromme gedefiniëerd door de 
vergelijking 
Y?=F, met Fa XS +arX? +asX +ase K[X] 


heet een elliptische kromme over K als de 3 nulpunten van F (in K) verschillend zijn. 
Voor Kar(K) #2, #3 kunnen we als definitie nemen: 


Y?=X?4+UX+V, met U,VeEK, en 4U° +27V? #0. 
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(1.2) De groepsstructuur. De punten op een elliptische kromme (mét het punt (O:1: 
0) € P? als nulpunt) vormen een commutatieve groep. Die groepsstructuur ligt vast door te 
vertellen dat drie plunten op E som gelijk aan nul hebben als ze op een rechte lijn liggen: 


als R=(ryEeE danis —R=(z,-y), 


en 
P4+Q+R=0 & {P,Q,R}=een lijn )E. 


Voorbeeld: De punten (z,0) = P € E zijn precies de punten van orde twee. 
* Die optel-structuur is uniek, als eenmaal een nul-punt gekozen is. Er zijn vele definities te 
geven. Commutativiteit is direct duidelijk. Associativiteit vergt enig werk. 


(1.3) Een toelichting op de definitie.” We kunnen algebraïsche krommen bekijken, en 
het is een feit dat de volgende objecten in elkaar kunnen worden overgevoerd (de begrippen 
zijn equivalent): 

- een kromme van geslacht 1 (irreducibel, niet-singulier, compleet), met een punt daarop 
gekozen, k 

- een vlakke, niet-singuliere kromme E C P? van graad 3 met een punt daarop gekozen, 

- een abelse variëteit van dimensie 1. 


Uitgaande van het tweede begrip: een dergelijke vlakke kromme kan na eventuele transformatie 
in een vorm gebracht worden zo dat het punt (0:1:0) € P? een buigpunt is met de rechte Z = 0 
als raaklijn, en na transformatie kan de vergelijking dan in de zogenaamde Weierstrass 
normaalvorm gebracht worden. Als de karakteristiek van het lichaam waarover we werken 
niet 2 is, dan kan die vergelijking in de gedaante gebracht worden zoals in de definitie. Als 
ook nog kar(K) #3, dan kan de term met X? weggetransformeerd worden. 

Als we zeggen “de elliptische kromme gedefiniëerd” door Y? = X*+UX+V, dan bedoelen 
we eigenlijk de vlakke projectieve kromme gegeven door de homogene vergelijking YZ = 
X3+UXZ? +VZ®. We zullen echter deze kortere manier van uitdrukken verder gebruiken. 


Voorbeeld: Als E een elliptische kromme is over een lichaam K metK C C, dan is de groep 
E(C) van punten op E met coördinaten in C isomorf met: 


E(C) > C/A, 


waar A C C een rooster is (uniformisering met de Weierstrass pp—functie en de afgeleide 
daarvan, of gebruik de exponentiaal-afbeelding uit de theorie van de Lie-groepen, zie ook (3.1)). 
Hieruit zien we direct de topologische structuur van E(C) (een torus), en de groepsstructuur. 


In het bijzonder zien we dat 
E(C) = (R/Z)°, 


en daarom is de eerste uitspraak niet zo verbazingwekkend: 
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(1.4) Stelling Zij E een elliptische kromme over K,enn € Zo niet deelbaar door Kar(K). 
Dan is 


Verder is voor p= Kar(K): 
óf E(K)[p] Z/p, 


(en in dit geval zeggen we dat E “gewoon” is), 
óf E(K)[p]=0, 


(en in dit geval zeggen we dat E “supersingulier” is). 
N.B. Notatie: Als A een abelse groep is, en n € Zo, dan schrijven we Aln] := {a € A|n-a= 


0}. 


Arithmetiek van elliptische krommen. We zullen zien dat dit zo onschuldig ogende 
onderwerp (wat is er tenslotte moeilijk aan de vergelijking Y?Z = X3+UXZ? +VZ?®?) diepe 
problemen herbergt, en een sterk gereedschap aandraagt! Vooral als we elliptische krommen 
over lichamen bekijken die niet algebraïsch afgesloten zijn (zoalsQ) dan komen er echt moeilijke 
problemen. Diophantus onderkende deze problemen, vele grote wiskundigen na hem hebben 
er aan gewerkt. Van die problemen zijn er vele opgelost, en nog veel meer zijn volkomen open. 

We noemen er één van: neem een elliptische kromme E over Q, en beschouw Tors(E(Q)) 
de groep van punten op E waarvan de coördinaten in Q liggen, en waarvan de orde eindig is. 
Wat voor groepen kunnen we op deze manier krijgen? Dit blijkt een heel moeilijk probleem, 
Ogg formuleerde daar een vermoeden over dat tenslotte bewezen ‘werd door Mazur, zie [13]. 
Uit de stelling van Mazur (die al zulke groepen opsomt) krijgen we als gevolg: 


(1.5) Stelling (Mazur): Voor een elliptische kromme E over Q geldt: 


#(Tors(E(Q)) < 16. 


2 Goede en slechte reductie. 


In deze 5 leggen we uit wat bedoeld wordt met “goede/slechte reductie” van een elliptische 
kromme bij een priemgetal. 


(2.1) Goede reductie: Neem aan dat E een elliptische kromme is over Q, beschouw een 
priemgetal p. 

Definitie: We zeggen dat E goede reductie heeft bij p als er een polynoom F € Z[X,Y] 
bestaat dat E over Q definiëert, zodanig dat (F mod p) € F‚[X,Y]een niet-singuliere kromme 
Eo definiëert (d.w.z. Eo heeft geen singuliere punten over elk lichaam dat F, bevat, d.w.z. Eo 
is een elliptische kromme.) 


Voorbeeld: Zij E de kromme gedefiniëerd door Y? = X% + 55; het lijkt of dit een kromme 


over Q geeft die slechte reductie heeft bij p = 5 (want modulo 5 wordt de vergelijking Y? = X?, 
en dat geeft een kromme met een “keerpunt” in (z,y) = (0,0) als singulariteit). 
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De substituties X = 5°-€, en Y = 5°-n,en delen door 5° geeft de vergelijking n° = € +1. 
Deze vergelijking levert bij reductie modulo 5 een vlakke kubische kromme in karakteristiek 5 
zonder singulariteiten: een elliptische kromme over F,. Merk op dat 


Yi=XS45f en n= +1 


krommen definiëren over Q, die isomorf zijn (maar niet “isomorf over Z”). Conclusie: E heeft 
goede reductie bij p = 5 (alhoewel de eerste vergelijking daar geen aanleiding toe lijkt te 
geven!). We zullen voorbeelden zien die iets ingewikkelder zijn. 


(2.2) Slechte reductie: Als E geen goede reductie heeft bij p, dan zeggen we dat E slechte 
reductie heeft bij p. 


Voorbeeld: Zij p > 2, en laat E gedefiniëerd zijn door 
Y?= X(X +p)(X +1). 


Dan heeft E slechte reductie bij p. Idem: E gedefiniëerd door 
Y?= X(X tp: f(X +e) met e, f € Z, en e niet deelbaar door p. 


(2.3) Slechte, multiplicatieve reductie: Het voorbeeld hierboven geeft bij reductie mo- 
dulo p een kubische kromme met een gewoon dubbelpunt. Het is niet moeilijk in te zien 
dat een vlakke, irreducibele kubische kromme C hooguit één singulier punt heeft, en als het 
een singulariteit bezit, dan is dat: 
- óf een dubbelpunt (bij voorbeeld: Y? = X°(X +1) in karakteristiek ongelijk aan 2, bij 
voorbeeld: Y? + XY = X$ in willekeurige karakteristiek), 
- óf het is een keerpunt (bij voorbeeld Y? = X%). 
Definitie: Als E slechte reductie heeft bij p dan zeggen we dat die reductie slecht, multi- 
plicatief is als er een polynoom F € Z[X,Y] bestaat dat E over Q definiëert, zodanig dat 
(F mod p) € F‚[X,Y] een irreducibele kubische kromme E‚ definiëert die een dubbelpunt 
heeft. In plaats van goede of slechte, multiplicatieve reductie zeggen we wel semi-stabiele 
reductie. 

Als E slechte reductie heeft, en er is niet sprake van slechte multiplicatieve reductie, dan 
zeggen we dat E slechte, additieve reductie heeft. 
Samenvattend: 


((goed) of (slecht+multiplicatief)) = semi-stabiel, 
(slecht +additief) = niet semi-stabiel. 


Toelichting *: De niet-singuliere punten op een irreducibele, vlakke, kubische kromme C, die 
een dubbelpunt heeft, over een algebraïsch gesloten lichaam k vormen een groep die isomorf 
is met de multiplicatieve groep k*; als C een keerpunt heeft, dan is die groep isomorf met de 
optelgroep k+. 


Voorbeeld*: Voor elke elliptische kromme E over Q is er een priemgetal p waar E slechte 


reductie heeft (een stelling van Tate; er is een elementair, maar nogal ingewikkeld bewijs). We 
zullen zien dat dit zou volgen als het vermoeden van Taniyama-Weil bewezen is. 
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(2.4) Bewijs van (3) Als p niet een deler is van abc, dan heeft E goede reductie bij p. Merk 
op dat abc even is; als p niet een deler is van abc, dan volgt p > 2. We schrijven (A mod p) = A, 
etc. We zien dat Eo gedefiniëerd door 


Y?= X(X-— A) (X+B) 


niet-singulier is, want de nulpunten van het polynoom aan de rechterkant zijn onderling ver- 
schillend: mn 
O#+A,0#-B, en0#A+B=C. 


(2.5) Bewijs van (4) Als peen deler is van abc, dan heeft E slechte, semi-stabiele reductie 
bij p. Als p een deler is van abc, dan is p een deler van precies één van de drie factoren van 
ABC. (N.B. b is even, en a = —1 (mod 4), zie 87.) 

Neem eerst aan dat p > 2. We zien dat X(X — A)(X + B) precies twee samenvallende 
nulpunten heeft, de kromme Eo heeft een dubbelpunt, d.w.z. de reductie modulo p is multi- 
plicatief. 

Als p = 2, dan passen we op 


Y?=X(X-— A)(X+B), met A = —1 (mod4)en B = 0 (mod 32) 


IN 


de transformatie toe: 
X=4:E en Y=8.n+4:-6; 


na delen door 64 komt er: 


B-A-1 —-AB 
2 — #3 nn 2 ft 
Gr bk Pe 
modulo 2 geeft dit: 


n° +nê=E, als A = 7 (mod8), 


en 
nAnt= 4E? als A = 3 (mod8), 


(deze argumenten zijn wel-bekend in deze theorie, zie b.v. [5], pp. 10-12). Deze krommen 
over IF, hebben beide (0,0) als gewoon dubbelpunt. 

Conclusie: als p een deler is van abc, dan heeft E slechte, multiplicatieve reductie bij p. 
Im) 


(2.6) Conclusie (5) We concluderen: Cond(E) = N. De kromme E = E4,p‚c zoals in $1 
heeft semi-stabiele reductie voor alle p. (N.B. de conductor van E wordt gedefiniëerd in $4). 


3 Modulaire krommen. 


We hebben gezien (zie de voordrachten van P. Stevenhagen en van D. Zagier) dat “ratio- 
nale krommen” (zoals X? + Y? = Z°) geparametriseerd kunnen worden door rationale func- 
ties (quotiënten van polynomen). Een centraal idee: we proberen elliptische krommen te 
parametriseren met objecten die we goed kennen. Daarvoor gebruiken we modulaire krom- 
men. Het vermoeden van TW (zie $5) zegt dat verwacht wordt dat alle elliptische krommen 
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over Q op deze manier geparametriseerd kunnen worden. We zullen expliciet laten zien dat 
Xol2) een rationale kromme is (en dat wordt gebruikt in het bewijs van FLT). 


* Modulaire krommen classificeren elliptische krommen met mogelijk nog extra structuur (en 
het zijn bijzondere gevallen van moduli-ruimten). Deze zijn zo goed te hanteren omdat de 
“moduli-interpretatie” een technisch zeer goede beschrijving toelaat van allerlei eigenschappen. 
Bovendien blijkt in steeds meer takken van wiskunde dat deze ruimten een cruciale rol spelen 
in allerlei bewijzen. 


(3.1) Elliptische krommen over C. De groep T = PSL(2,Z) = SL(2,Z)/{+1} werkt op 
het bovenhalfvlak H = {z €€ | Im(z) > 0} met de bekende formule 


EEN NM: jes 
VF le al ? SV er+d’ 


Een elliptische kromme E over € kan gegeven worden in de vorm 





E(C) =C/(L-1+Z:7), 
en dit geeft een classificatie: 


{E |elliptische kromme over C}/ vx = T\H. 
Zij To(N) de volgende ondergroep van T 


To(N) = d ai ) € PSL(2,Z) | c= 0 (mod N}. 
Het is niet moeilijk in te zien dat To(N) \ # op een natuurlijke manier gelijk is aan de 
verzameling van elliptische krommen over C met een cyclische ondergroep van orde N. Van 
een dergelijk Riemann oppervlak kan een compactificatie To(N) \ H gemaakt worden. 


(3.2) Modulaire krommen over Q : Voor elke N € Zo is er een algebraïsche kromme 
Yo(N) en zijn ”compactificatie” Xo(N), beide gedefiniëerd over Q, met de eigenschap dat 


Yo(NI(C) = Do(N)\H. 


(* Een ”moduli-interpretatie” maakt dat deze beide krommen over Q op isomorfie na vast 
liggen; het feit dat ze over Q gedefiniëerd zijn is onderdeel van een grote theorie van Shimura, 
en vele anderen). Zie Deligne-Rapoport in [15], II, en zie [11] voor de arithmetische theorie 
van modulaire krommen. 


(3.3) Voorbeeld: geslacht(Xo(2)) = 0, d.w.z. Xo(2) is een rationale kromme. De ruimte 
Po(2) \ H is dezelfde als de verzameling van elliptische krommen over C met een punt P van 
orde twee daarop gekozen. De compactificatie van het morfisme 
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geeft een vertakte overdekking, waarvan de graad 3 is, en waarvan de vertakking precies 
bepaald kan worden (boven j = 0 : is de vertakkingsindex e = 3, boven j = 1728 krijgen we 
2+1,en boven j = oo ook 2 +1). Uit de formule van Zeuthen-Hurwitz (bv. zie [7], IV.2, 
Coroll. 2.4) berekenen we zonder enige moeite: 


geslacht(Xo(2)) =0. 0 
We kunnen ook als volgt redeneren. We zien dat 
CT — {0,1} — To(2) \X 


door 
Ar ((Y?= X(X —I(X — A), P = (0,0) 


surjectief is. Dit geeft P* — Xo(2), surjectief, en we concluderen dat Xo(2) een rationale 
kromme is. 


Algemener: van alle modulaire krommen kan zonder veel moeite het geslacht berekend worden 
(we werken tenslotte met expliciet bekende Riemann oppervlakken), zie. bv. [24], Ch. IV. 
Van belang later zal nog blijken te zijn: geslacht(Xo(15)) = 1. 

Het vermoeden van Ogg (dat door Mazur bewezen werd, zie (1.5)) baseert zich op een 
dergelijk idee: bereken voor welke ondergroepen van een elliptische kromme de bijbehorende 
modulaire kromme geslacht nul heeft; dergelijke ondergroepen komen voor oneindig veel 
elliptische krommen voor als ondergroep van rationale punten; zijn dat de enige gevallen 
waarin zulke ondergroepen van rationale punten over Q op een elliptische kromme kunnen 
voorkomen? Het bevestigende antwoord is te vinden in [13]. Een van de vele voorbeelden waar 
de meetkunde (van de diophantische vergelijkingen in kwestie) suggesties en bewijsmethoden 
geeft in de arithmetische situatie. 


4 Discriminant en conductor. 


We willen beschrijven hoe goed of slecht een elliptische kromme is bij een gegeven priemgetal. 
Dat kunnen we aflezen uit verschillende invarianten. Deze $ geeft een opsomming van de 
verschillende invarianten die gebruikt zullen worden. Deze technische details zijn niet erg van 
belang voor het begrijpen van de grote lijnen. De essentie van deze $ is: 

Voor E= E4p‚c als in $7 geldt: 


Cond(E)=rad(A,B‚C)=rad(a,b‚o)= [[ pv. 


p deelt abc 


Centrale gedachte: voor een elliptische kromme E over Q wordt een positief geheel getal 
Cond(E) gedefiniëerd, dat getal hangt niet af van de vergelijking die we (toevallig) gebruiken, 
dat getal geeft precies de informatie welke modulaire kromme in aanmerking komt bij het 
TW-vermoeden (en voor de kromme E4,p‚c blijkt het precies Cond(E) = N(ABC) te zijn). 
Het zal blijken dat: 

p deelt niet Cond(E) <> E heeft goede reductie bij p. 
p? deelt niet Cond(E) <> E heeft semi-stabiele reductie bij p. 
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(4.1) Discr: Zij Fe K[X]een monisch polynoom, neem aan dat F = Ï — a;), met a; 


in een uitbreidingslichaam van K. Dan definiëren we de discriminant van EE 


Discr(F) := In (a; — a;)? 


1Si<j<n 


(en het blijkt dat dit element weer in K ligt). Zie een boek over algebra. 
Allicht: Discr(F) = 0 dan en slechts dan als F (in een uitbreidingslichaam) een meervoudig 
nulpunt heeft. 
Voorbeeld: Discr(X*+UX +V) = -4U° — 27V?. 
Als A+ B =C,dan is Discr(X(X — A)(X + B)) = A? B°C?. 


(4.2) A: Voor een vergelijking (van een vlakke kubische kromme) E die in Weierstrass 
normaalvorm is kunnen we A definiëren (NB A hangt niet alleen van E af, maar ook van de 
vergelijking die E definiëert!); zie b.v. [15], IV, pp. 53-73, of zie [32], III.1. We zullen gebruik 
maken van de formule: 


A(Y? = F) =16- Discr(F). 


Als p een priemgetal is dat A niet deelt, dan heeft E goede reductie bij p (maar niet noodza- 
kelijk omgekeerd! Zie het voorbeeld in (2.1)). 

Voor een elliptische kromme E over Q kunnen we gebruik maken van het feit dat er in Z 
eenduidige factorizatie heerst, we kunnen een zogenaamde “minimale Weierstrass vergelijking” 
opstellen. De discriminant daarvan noteren we met Ap (en die hangt alleen maar van E af). 
Merk op: p deelt Ap dan en slechts dan als E slechte reductie heeft bij p. Voor de kromme 
E = Ea, pc uit $1 geldt: 

Ar = A°B°C°/2° 


(en we krijgen een nieuw bewijs van (3) en van een deel van (4)). 


(4.3) Conductor. Voor een elliptische kromme over Q zijn er allerlei manieren om een getal 
Cond(E) € Z te definiëren (Weil, Swan, Grothendieck, Ogg, en vele anderen). We verwijzen 
naar [17], page 143, [18], [19], en [25] voor precieze gegevens. 

* Men kan de meetkundige conductor N = Cond(E) € Z geven door te eisen dat het aantal 
Nn, van componenten van de speciale vezel bij p van het Néron minimale model van E gelijk 
is aan: 


np = 14+ (Ae) — v‚(N). 


Dit zullen we gebruiken in het bewijs van (7). 


We zullen niet verder ingaan op de verschillende definities van de conductor, en de verbanden 
ertussen. We volstaan met het vermelden van enkele eigenschappen van N en van Ag (die 
voor ons geval dienst kunnen doen als definitie): 


e Als E goede reductie heeft, dan geldt: p deelt niet N, 
e als E slechte, semi-stabiele reductie heeft, dan geldt: p deelt N,en p? deelt niet N, 


e als E niet semi-stabiele reductie heeft, dan geldt p? deelt N, 
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en in deze laatste gevallen geldt: als p > 3 dan is v‚(N) = 2; als p = 3 dan is v3(N) < 5; als 
p=? dan is vo(N) < 8 (hier is v‚(N) het aantal factoren p in de priemfactorontbinding van 
N). Merk op dat N en Ap precies dezelfde priemfactoren hebben. 
Merk op: Een elliptische kromme E over Q heeft semi-stabiele reductie voor alle 
priemgetallen p dan en slechts dan als N kwadraat-vrij is. 


* Een (heel) moeilijke vraag: geef N € Z, en bepaal alle elliptische krommen E over Q met 
Cond(E) = N. Dank zij resultaten van Baker weten we dat het bepalen van alle krommen 
met conductor N effectief is in de zin dat het rekenwerk in een van N afhankelijke grens kan 
worden uitgedrukt. Voor een aantal waarden van N is dit probleem opgelost. Het vermoeden 
van Taniyama-Weil (indien juist in alle gevallen) geeft een geheel andere methode om álle 
oplossingen te bepalen bij gegeven N. In (15), IV, pp. 81-122 vinden we een lijst van elliptische 
krommen over Q waarvan de conductor hooguit 200 is; het is niet bekend of die lijst compleet 
is voor die gevallen. 


We noemen een paar voorbeelden: Voor N = 1 zijn er geen elliptische krommen E over Q met 
deze conductor (een stelling van Tate). Idem voor N = 7, zie [29]. Merk op dat deze gevallen 
nu opnieuw bewezen zijn, uitgaande van TW voor kwadraat-vrije conductor. (Voor TW, zie 
85.) 

Voor N = 243 = 3° en voor N = 256 = 28 is er wel een elliptische kromme met die 
conductor, zie [15], IV, pp. 126/127. 

Neem N = 25; merk op dat geslacht(Xo(25)) = 0, zie [24], p. 103; deze conductor komt 
niet voor in de lijst van [15], IV, maar TW is (nog) niet bekend voor het niet-kwadraat-vrije 
geval. In [3], Coroll.1, page 415, zien we o.a. dat er niet een elliptische kromme over Q met 
goede reductie buiten p = 5 bestaat, de conductor N = 25 komt dus inderdaad niet voor, en 
TW is voor dit geval bewezen. 


5 TW: Het Taniyama-Weil vermoeden. 


(5.1) Het Taniyama-Weil-vermoeden, TW: Zij E een elliptische kromme over Q; dan 
is er een M € Zo en een over Q gedefiniëerd niet-constant morfisme 
@:Xo(M) > E; # 
voor de notatie Xo(M), zie (3.2). 
Opmerkingen": Als een elliptische kromme E over Q een dergelijk morfisme toelaat, dan 
zeggen we dat Eeen “Weil-kromme” is, of dat E “modulair” is (maar pas op, een elliptische 
kromme die modulair is hoeft niet een modulaire kromme te zijn!). Belangrijke implicaties 
van TW: omdat modulaire krommen zo goed bekend zijn, zou TW een concrete beschrijving 
geven van “alle” elliptische krommen over Q. Na FLT-Wiles onderkennen we nu nog meer het 
grote belang van een dergelijke theorie. 
* In plaats van “p: Xo(M) > E is niet constant” kunnen we ook zeggen: “op isogenie na is 
E een factor van Jac(Xo(M)).” 


Opmerking*: We hebben al gezien dat elliptische krommen over C geparametriseerd kun- 
nen worden (b.v. met de Weierstrass pp— functie, en de afgeleide daarvan). Ook krom- 


63 


men van hoger geslacht over € kunnen geparametriseerd worden (d.m.v. transcendente func- 
ties gedefiniëerd op het bovenhalfvlak H). Waarom zijn we daarmee niet tevreden? Zulke 
parametrizaties geven vaak weinig informatie betreffende arithmetische vragen. In de voor- 
drachten van P. Stevenhagen en van D. Zagier hebben we gezien hoe belangrijk het is om 
parametrizaties te hebben met rationale functies. Als het TW-vermoeden juist is dan 
hebben we parametrizaties van alle elliptische krommen over Q met behulp van rationale 
functies gedefiniëerd op objecten die we goed kennen. 


Opmerking*: Shimura bewees TW voor het geval van zogenaamde CM-krommen, zie [31]: 
dat was een van de eerste gevallen waar TW bekend was. Die gevallen komen echter in het 
algemeen niet in aanmerking voor de krommen E4,p‚c zoals in 81. 


(5.2) * =N: Een belangrijk subtiel punt is de vraag hoe een getal M in TW berekend 
zou kunnen worden uit de kromme E. 

Allereerst: in het vermoeden staat expliciet dat we eisen dat p over Q gedefiniëerd is. Echter, 
zie [14], ”Technical Appendix: Questions on fields of definition”: E is modulair dan en slechts 
dan als er een geheel getal M' € Zo is, en Ec een surjectief morfisme  : Xo(M')e > Ec 
toelaat. 

Verder kunnen we een meetkundige, en een arithmetische conductor definiëren, zie de discussie 
in [15], IV, pag. 20; daarna is er veel over gepubliceerd, zie vooral [1], pag. 411, Corollaire, 
zie ook: [33], zodat we nu weten: 

als een elliptische kromme E over Q modulair is (d.w.z. een p als in TW, of een W als boven 
toelaat) dan is er een niet-constant morfisme over Q 


Pp: Xo(N)E met N := Cond(E). 


(5.3) ** (8) Het resultaat van Wiles, 1993, TW voor het semi-stabiele geval: 
Zij E een elliptische kromme over Q zodat N := Cond(E) kwadraatvrij is (d.w.z. E heeft 
semi-stabiele reductie bij alle priemgetallen). Dan is E modulair: er is een niet-constant 
morfisme 


Pp: Xol(N) > E. 


6 * Punten op elliptische krommen, groepen-schema’s. 


In deze paragraaf beschouwen we punten op E4,s,c waarvan de orde (in die groep) eindig is. 
De arithmetiek daarvan blijkt de sleutel tot de oplossing te bevatten. 


Notatie: we schrijven Q voor een algebraïsche afsluiting van Q. We schrijven G voor de groep 
G := Gal(Q/Q) = Aut(Q). 


Merk op dat deze groep “heel groot” is, bijvoorbeeld: voor elke n € Zo zijn er oneindig veel 
keuzen mogelijk voor een normaaldeler N C G zo dat G/N = S,; we zien daarom dat elke 
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eindige groep een sub-quotiënt is van G (en het “omkeerprobleem van de Galoistheorie over 
Q” vraagt of elke eindige groep een quotiënt is van G). 


We gaan uit van een elliptische kromme E (bij voorbeeld over een getallen-lichaam, maar laten 
we zeggen) over Q. Het is niet moeilijk om in te zien dat een punt van eindige orde op E, dus 
P € Tors(E(C)), coördinaten heeft in Q, en dat voor elk automorfisme a € G = Aut(Q) : 


orde(a(P)) = orde(P). 
Voor n € Zo hebben we gezien dat 


E(O)[n] = EQ)[n] > (Z/n). 


We zien dat elk element van G = Aut(Q) een permutatie geeft van de elementen van E(Q)[n], 
en we concluderen dat we een homomorfisme (representatie) krijgen: 


on :G — Aut(E(Q){n]) * GL(2, Z/n). 


Opmerking: Een groepen-schema over Q wordt volledig bepaald door een dergelijke Galois- 
representatie: E[n]ligt vast als we o,„ kennen. 


Voorbeeld: Als E gegeven wordt door Y? = F, dan geeft een nulpunt z van F een punt 
P = (2,0) € E van orde 2, elementen van G permuteren deze punten, en we krijgen een 
homorfisme van G naar Aut((Z/2)?) = S3. 

In een later stadium (zie de voordracht van J. Top) zullen deze representaties voor allerlei 
waarden van n tezamen beschouwd worden ({—adische representaties). We beperken ons hier 
tot het geval: E‚en {= n, zoals in 81. 


(6.1) * Korte schets van een bewijs voor (6) De representatie o is irreducibel. (zie 
(28), Prop. 6 in 4.1, in dit bewijs gebruik ik enkele technische termen): Bedenk dat E gegeven 


wordt door de vergelijking Y? = X(X — A)(X + B); we zien dat alle punten van E van orde 


2 rationaal zijn over Q. Als o = o4 reducibel zou zijn, dan zou E een ondergroep H van orde 
£ rationaal over Q bezitten. Uit (4) zien we dat E semi-stabiel is, en we concluderen (zie [26], 
pag. 307) dat óf H bestaat uit punten met coordinaten in Q, óf H Z u. In het eerste geval 
krijgen we: 


(Z/2)* x Z/t C EQ), 


maar dat is een tegenspraak met de stelling van Mazur, zie (2.4) (N.B. hier gebruiken we 
dat £ > 5). In het tweede geval zien we dat de elliptische kromme E' = E/H nog steeds 
gedefiniëerd is over Q, alle 2-torsie rationaal heeft over Q, en dat déze kromme een ondergroep 
van rationale {torsie heeft, een tegenspraak met de juist vermelde stelling van Mazur. OD 


(6.2) * Korte schets van een bewijs voor (7) Voor p > 2 is de representatie o eindig, 
en voor p = 2 is die representatie niet eindig. (zie [28], pag. 201, en [22], Prop. 3.5, in dit 
bewijs gebruik ik enkele technische termen): We zeggen dat o eindig is bij p (een definitie 
afkomstig van Serre) als het groepen-schema E[{] over Q (dat volledig bepaald wordt door o) 
uitbreidt boven R= Zp) tot een plat groepen-schema. Dit is het geval dan en slechts dan als 


65 


vp(Ar) deelbaar is door € (dit is duidelijk uit de theorie van Néron minimale modellen, zie 
[22], Prop. 3.4). Uit 
Ar = A?B°C?/2® = (a-b-c)°*/2° 


volgt het resultaat. O 


(6.3) * Finale: (10). Een representatie als onder (9) bestaat niet, tegenspraak, conclusie: 
FLT is bewezen! We hebben gezien in (3.3) dat het geslacht van Xo(2) gelijk is aan 0. Daaruit 
volgt dat er geen modulaire vormen van gewicht 2 en van niveau 2 bestaan. Hieruit volgt 
dat een representatie als in (9) niet bestaat, en dat daarom de oplossing (a,b,c), als boven 
verondersteld, niet bestaat. OD 


7 Overzicht van het bewijs: 


N.B. In deze paragraaf worden allerlei begrippen gehanteerd (elliptische 
kromme,…), waarvan de meeste in de vorige paragrafen uitvoerig uitgelegd zijn; 
sommige andere begrippen worden echter zonder verdere toelichting gehanteerd. 


(1) Het geval van de Fermat-vergelijking voor n = 3 werd (door Fermat? en)in 1753 door 
Euler bewezen, zie [20], I11.3, zie [4], Hfdst. 2. Zie ook [35], pp. 114-118 voor de vraag: 
“had Fermat een sluitend bewijs voor het geval n = 3?” 


(2) Het geval van de Fermat-vergelijking voor n = 4 valt onder de volgende stelling die Fermat 
bewees: 
Alsa,b,de€ Z, en 
a* +bf =d? dan geldt: abd = 0, 
zie de voordracht van P. Stevenhagen, zie ook [30], Th. 62 op pagina 144, zie [20], II1.2, 
zie [4], 1.5, zie [35], pp. 75-79. Met d = c? komt er het geval van FLT voor n = 4. 


Het is daarom voldoende om de laatste stelling van Fermat te bewijzen voor priemgetallen 
groter dan of gelijk aan 5. Daarom zullen we nu uitgaan van de volgende veronderstelling (die 
zal blijken onjuist te zijn……): 


{ is een priemgetal, met l > 5, 
Ja,b‚cEeZ met at +bt=ct, en abc #0, 
verder ggd(a,b)= 1, en dus ggd(b‚c) = 1 = ggd(c‚a), 


en de volgende notaties: 


A:za', B:=bt, en C:= ct. 
Indien nodig worden a,b en c gepermuteerd, en eventueel vermenigvuldigen we alle drie 
met —1 zodat we bereiken: 


b iseven en a = —1 (mod 4), 


66 


nn Ov 


dus: 
A= -—l (mod 4) en B =0 (mod 32), en nogsteeds: A+ B=C. 


We schrijven: 


N := rad(A, B‚C) = a p= II p. 


p deelt ABC p deelt abc 


We volgen G. Frey, en definiëren een elliptische kromme E= E4,p‚c over Q door: 


Y?= X(X- A)(X + B). 


(Ja, dit zijn de A,B en C die in het ABC-vermoeden optreden, zie de voordracht van R. 
Tijdeman.) 
Dit geeft een Galois-representatie (zie 56): 


e:G — Aut(EO)[0) * GL(2, 2/0 


(ja, dit is dezelfde £ als de exponent in de Fermat vergelijking die we bestuderen!). Uit de 
bovenstaande gegevens concluderen we: 


(3) Als p niet een deler is van abc, dan heeft E goede reductie bij p. 
(4) Als p een deler is van abc, dan heeft E slechte, semi-stabiele reductie bij p. 


(5) We concluderen: 
Cond(E) = N; 
in het bijzonder is de conductor van E kwadraat-vrij! 
(6) (Mazur en Serre:) De representatie o is irreducibel. 


(7) Voor p > 2 is de representatie o eindig, en voor p = 2 is die representatie niet eindig. 


(8) !! A. Wiles bewijst in 1993 dat het Taniyama-Weil vermoeden juist is voor kwadraat-vrije 
conductor |! (Kwadraat-vrije conductor is hetzelfde als semi-stabiele reductie voor alle 
p. Dit resultaat is nog niet gepubliceerd. Zie de voordracht van J. Top.) 


(9) (Onder de aanname (8), en de eigenschappen boven, Ribet:) De representatie is modulair 
van niveau 2. (zie [21], [22]) 


(10) (Het geslacht van Xo(2) is gelijk aan nul, en daarom:) Een representatie als onder (9) 
bestaat niet, tegenspraak, conclusie: FLT is bewezen! 


Opmerking: De aanname (8) dat het TW-vermoeden juist is voor het semi-stabiele geval is 
de grote bijdrage van Wiles (1993), 

de uitspraak onder (6) gebruikt een diepe stelling (1.5) van Mazur uit 1977 (waar hij een 
vermoeden van Ogg bewijst), zie [13], 

de uitspraak onder (9) is de belangrijke bijdrage van Ribet uit 1986/1990; 
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de andere uitspraken volgen uit bestaande technieken, en bestaande literatuur; sommige zijn 
eenvoudig te bewijzen (zoals we zagen). 

De stappen (1), (2), (8), en (9) zullen we hier niet bespreken; 

voor (3), (4) en (5) zie 82; 

voor “semi-stabiel” en “kwadraat-vrije conductor” zie 64; 

voor “geslacht(Xo(2)) is een rationale kromme,” zie (3.3); 

voor (6), (7) en (10) zie 56. 


8 Enkele overpeinzingen: arithmetische algebraïsche 
meetkunde.” 


Het is opmerkelijk dat Legendre de term “géomètre” gebruikt voor Fermat. Vele malen in de 
afgelopen jaren hebben we gezien hoe meetkundige methoden gebruikt worden in de getalthe- 
orie. Het beroemde bewijs van vermoedens van Mordell, Tate en Shafarevich gegeven door 
Faltings in 1983 is daar een voorbeeld van. 

We hebben gezien dat de algebraïsche getaltheorie, zoals ontwikkeld in de 19-de eeuw tot 
nu toe (helaas?) niet krachtig genoeg lijkt te zijn om FLT te bewijzen. 

We hebben gezien hoe computer-berekeningen (gelukkig?) niet in staat zijn om alle 
gevallen van FLT te bewijzen (maar we realiseren ons wel: het aantal gevallen bewezen met 
behulp van getaltheorie en van expliciete berekeningen is erg groot!). 

Het is een triomf van de wiskunde dat nu juist ”puur denkwerk” en het combineren van 
onderling heel verschillende methoden tot een oplossing van FLT geleid heeft. 


Ontwikkelingen van de algebraïsche meetkunde (Weil, Serre, Grothendieck, Deligne, Faltings 
en vele anderen) hebben in de periode 1945 - heden totaal nieuwe hulpmiddelen aangedragen. 
Het samengaan daarvan met de getaltheorie (met de meetkunde als “Untertan”?) blijkt 
toegang te geven tot problemen die voorheen te moeilijk leken. Niet alleen worden oude 
problemen opgelost, ook nieuwe ontwikkelingen zijn in gang gezet: Birch-Swinnerton Dyer, 
de Langlands-filosofie, het Serre vermoeden, het ABC-vermoeden; dat zijn vragen die klassiek 
niet gesteld werden. 


Wat maakt deze nieuwe ontwikkeling, die wel “arithmetische algebraïsche meetkunde” wordt 
genoemd, nu zo heel anders dan de klassieke getaltheorie? Het blijkt vaak dat een vraag 
geformuleerd in de getaltheorie pas goed begrepen kan worden als de meetkunde die er achter 
zit duidelijk is. Het grote voordeel is: 

- dat de meetkunde zich soms niets aantrekt van uitbreidingen van het grondlichaam (en dan 
kunnen methoden uit de topologie en uit de analyse gebruikt worden), 

- dat de meetkunde soms overgang naar een andere karakteristiek helder maakt (reductie 
modulo p was natuurlijk allang bekend, maar is pas tot verdere ontwikkeling gekomen in de 
meetkundige vorm), 

- dat analogieën met meetkundige situaties vragen, oplossingen en technieken aandragen 
(Weil, 1939: “Sur l'analogie entre les corps de nombres algébriques et les corps de fonc- 
tions algébriques’, wat later een grootse vlucht heeft genomen in de Arakelov-theorie, en vele 
toepassingen daarvan), 

- dat we zo de mogelijkheid hebben om heel verschillende technieken te combineren. 
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Verder zien we in veel situaties dat expliciete beschrijvingen van formules, transformaties, 
het overgaan van het ene naar het andere object de omschrijvingen meetkundig volstrekt 
helder zijn, waar de expliciete formules geheel onhanteerbaar zijn. In veel bewijzen in de 
arithmetische meetkunde zien we hoe de meetkundige intuïtie precies vertelt wat nu eenmaal 
“waar moet zijn”, in gevallen waar een expliciet uitschrijven in coördinaten vaak niet mogelijk 
is. We kunnen vele bladzijden vullen met voorbeelden van dit moderne fenomeen. Maar laat 
ik me beperken tot een klein stukje van het bewijs van FLT zoals de wiskundigen aan het 
einde van de 20-ste eeuw dat nu voor ogen staat (zie de 10 stappen in 87). 


(i) We beginnen met een hypothetische oplossing (a,b,c) van één van de Fermat-vergelijkingen 
(het is nuttig om dat te doen voor het geval dat de exponent 4, een priemgetal groter dan 3 
is, maar dat is bijzaak). 
(ii) Uit dat drietal getallen construeren we een elliptische kromme E gedefiniëerd over Q. 
(Het drietal geeft een viertal punten {0, A, —B,oo} C P' en dat viertal treedt op als de ver- 
takkingspunten van de 2:1-overdekking E — IP*, tot nu toe lijkt er niets gebeurd te zijn…). 
(iii) De {-torsie van E geeft een Galois-representatie a (hier zien we de meetkunde inter- 
veniëren: die torsiepunten liggen op de kromme, eigenschappen van het drietal {a,b,c} wor- 
den door de meetkunde vertaald in eigenschappen van die representatie; merk op hoe de 
complexe structuur van E(C) veel vertelt over de groepsstructuur, maar voorlopig nog weinig 
over de arithmetiek (hier kiezen we dezelfde { als de exponent in de Fermat vergelijking). 
De meetkunde op de kromme E geeft expliciete informatie over deze representatie (ik zou 
niet weten hoe je zonder de meetkunde van een Néron minimaal model de eindigheid van een 
dergelijke representatie bij p # 2 zou kunnen bewijzen). 
(iv) Die representatie wordt vergeleken met een heel andere, nl. een die verkregen wordt uit 
modulaire krommen, modulaire vormen, etc. (dit kan omdat Wiles voor dit geval het TW 
vermoeden bewezen heeft!) 
(v) Ribet bewijst dan dat deze representatie van een heel ander modulair niveau is, namelijk 2, 
dus in verband gebracht zou kunnen worden met een heel andere modulaire kromme, namelijk 
Ko(2), maar die kromme is rationaal (eenvoudige meetkunde over €), een dergelijke represen- 
tatie bestaat niet, en de verkregen tegenspraak bewijst dat die hypothetische oplossing ook 
niet bestaat! 
U ziet wat er onderweg is gebeurd: van het ene object (b.v. {a, b, c}) wordt een ander gemaakt 
(b.v. o). De meetkunde leidt eigenschappen van het tweede object af uit die van het eerste, 
etc. Vraag me niet om die Galois-representatie in een iets ingewikkeld geval expliciet uit te 
schrijven, de lichaamsuitbreidingen die er in voorkomen kunnen heel groot zijn, arithmetiek in 
zulke lichamen is in het algemeen bijster ingewikkeld, terwijl voor willekeurige {en willekeurige 
{a,b,c} zulke eigenschappen geheel buiten de mogelijkheden van expliciete beschrijvingen li- 
jken te vallen. 

Ach, ik zou nog lang door kunnen gaan met het beschrijven van dergelijke gevallen, maar 
hopelijk is bovenstaande opsomming voldoende om U iets te laten proeven van de methoden 
in het algemeen, en van een klein stukje van dit bewijs van FLT. 


(8.1) Enkele historische opmerkingen. a) Enkele malen reeds werden oplossingen van 


een Fermat-vergelijking en elliptische krommen met elkaar in verband gebracht: [10], [8], [9], 
[34], [5]. De methode die Frey gaf heeft tenslotte de doorbraak tot stand gebracht (via Serre 
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en Ribet) die toegang geeft tot FLT. 

b) Zie [27] en [23] voor het ontstaan en de ontwikkeling van het verband tussen TW en FLT 
via “conjecture €.” 

c) Over de naamgeving van het centrale vermoeden TW heerst enige onenigheid (om het zwak 
uit te drukken). Iets wat eerst het ” Weil-vermoeden” heette (en, elliptische krommen die mod- 
ulair zijn werden “Weil-krommen” genoemd), werd vele malen omgedoopt. De naamgeving 
“het Shimura-Taniyama-Weil-vermoeden” of het “het Shimura-Taniyama-vermoeden” wordt 
ook wel gebruikt. Ik zal me hier niet op het gladde ijs wagen van een historische discussie 
omtrent deze naamgeving, en ik zal “TW” aanhouden. 


(8.2) We noemen nog twee vermoedens (tot op heden nog niet bewezen), die ook sterk 
genoeg zijn om FLT te bewijzen: 

Zie [28], (3.3.1+), een vermoeden over Galois representaties dat van invloed geweest is op het 
vinden van het bewijs hierboven, maar het vermoeden zelf is nog niet niet bewezen. 

Voor het ABC-vermoeden verwijzen we naar de ochtend-voordracht van R. Tijdeman, en naar 
literatuur zoals [6], [16] en [12]. 
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Postscript: Een tijdje geleden, aan het eind van een avond musiceren, realiseerden we ons hoe 
prettig het geweest moet zijn om de ontwikkelingen in de muziek tussen 1750 en 1800 daadwerkelijk 
te hebben meegemaakt. Je realiseert je hoe in korte tijd in de tweede helft van de 18-de eeuw de stap 
van de barok naar de klassieke muziek werd gezet, hoe enige tijd de oude en de nieuwe stijl (vaak in 
eenzelfde muziekstuk) naast elkaar leefden, dat er tussen het overlijden van Johann Sebastian en het 
ontstaan van de “Zauberflöte” amper 40 jaar liggen. Op dát moment realiseerde ik me hoe heerlijk het 
is om in de tweede helft van de 20-ste eeuw de ontwikkelingen in de wiskunde te kunnen meemaken! 
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Hoe bewijst Wiles het Taniyama-Weil vermoeden? 


Jaap Top 


1 Inleiding 


Deze tekst pretendeert in geen geval, alle details van het bewijs van Fermat’s laatste stelling 
zoals dat nu bekend is te geven. Ten eerste is voorzover mij bekend, op het moment dat 
ik dit schrijf het manuscript van Wiles nog slechts aan een gering aantal met heel veel zorg 
geselecteerde experts ter hand gesteld; hoelang het nog gaat duren voor het beschikbaar komt 
aan de rest van de (wiskundige) gemeenschap blijft nog even afwachten. Ten tweede, zelfs al 
had ik een volledige tekst voor me liggen, dan nog twijfel ik of het mij zou lukken alles in 
detail te doorzien (Coates sprak in juli 1993 van “189 pages of very dense information”); laat 
staan dit geheel tot enkele pagina’s, die dan ook nog voor een algemeen wiskundig publiek 
leesbaar moeten zijn, terug te brengen. 

Voor de informatie die U hier voorgeschoteld krijgt werd behalve uit bestaande wiskundige 
artikelen geput uit: 


e aankondigingen van Ribet en van Rubin die eind juni als een soort computervirussen 
per electronische post over de hele wiskundige wereld uitgestort werden; 


e aantekeningen gemaakt door Coates tijdens de drie voordrachten die Andrew Wiles op 
21, 22 en 23 juni in Cambridge gaf. Hier maakte Wiles voor het eerst in het openbaar 
melding van z’n gevonden resultaten; 


e aantekeningen van voordrachten gegeven door Birch en door Coates tijdens een congres 
op Kreta in juli; 


e (wat summiere aantekeningen van een voordracht van Mazur in Vancouver op 15 au- 
gustus en nog wat losse opmerkingen die Ribet naar aanleiding van enige vragen naar 
detailkwesties op papier gezet heeft). 


Een door Ribet geschreven korte schets van het nu bekende bewijs voor Fermat’s laatste 
stelling is te vinden in [Rib2, p. 575-576). 

Ik hoop dat deze inleidende opmerkingen duidelijk maken dat er meerdere redenen zijn 
waarom we ons sterk moeten beperken. De bedoeling is slechts dat een indruk gegeven wordt, 
hoe een intrigerend samenspel van diverse takken van wiskunde uiteindelijk leidt tot een bewijs 
van FLT. Gedeeltes van de tekst die wat technischer zijn, en niet direct noodzakelijk voor een 
algemene indruk van het geheel, zijn in wat kleinere, schuingedrukte letters opgenomen. 
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2 Shimura-Taniyama-Weil 


Met E duiden we een elliptische kromme over Q aan. Voor het gemak nemen we aan (zie ook 
de tekst van F. Oort) dat E gegeven wordt door een Weierstrass vergelijking 


G(z,y):= pl —2° Hairy — a22? +asy — aat — O6 =0, 


die globaal minimaal is. Ter herinnering: dit houdt in dat de coëfficienten «; geheel zijn, en 
dat er voor geen enkel priemgetal p een coördinatentransformatie van de vorm 


Erz=uêrtren p=uytsurtt 


bestaat, met u # O,r,s,t € Q, waarin u een teller heeft die deelbaar is door p en waarbij 
de vergelijking overgaat in eentje van dezelfde gedaante met in geen van de coëfficienten een 
factor p in de noemer. In het bijzonder heeft onze E dan goede reductie bij een priem p precies 
dan als de vergelijking G(z,y) mod p = 0 een gladde kromme in karakteristiek p definiëert; 
dwz. eentje waarvoor het stelsel G(z,y) mod p = 2e (z, y) mod p = min y) mod p = 0 geen 
oplossing heeft. 


2.1 het vermoeden 


Laat N € N de conductor van E over Q zijn. Het vermoeden dat we hier TW noemen, en 
dat in de literatuur aan diverse deelverzamelingen van de namen Shimura, Taniyama en Weil 
wordt toegeschreven, is 


Vermoeden (TW). Er bestaan niet-constante modulaire functies f‚(z), f‚(z) voor de groep 
Fo(N) die voldoen aan 
G(fi, f2) =0. 


Enige uitleg: met To(N) wordt de groep van 2 X 2 matrices met gehele coëfficienten en 
determinant 1 en in de linkerbenedenhoek een veelvoud van N bedoeld: 


Po(N) := if el 4 )labodeztad- Mee b. 


Met H duiden we het bovenhalfvlak bestaande uit complexe getallen met positief imaginair 
deel aan. Een modulaire functie voor To(N) is per definitie een functie f : H — C die 
meromorf is, en die invariant is onder de werking van To(N) op H. Met andere woorden, 
SG) = f(z) voor alle gehele a, b,c,d met ad — beN = 1. Tenslotte hoort bij de definitie 


van ‘modulaire functie’ nog de eis dat f ‘meromorf is in de spitsen’. Dat houdt in dat voor 


willekeurige gehele k,€, m,n met kn — lm = 1 de functie g(z) := Fles die zoals uit de 


definitie kan worden nagegaan voldoet aan g(z) = g(z + N), voor z € H met Im (z) > 0 
gegeven wordt door een reeks 


oo 


oz Y eng”, met gert, 
n=-M 
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Er zijn meerdere geheel expliciete voorbeelden van zulke modulaire functies f; in de liter- 
atuur te vinden; zie bijvoorbeeld [MF 1, pp. 182-185] voor het geval N = 50. 


Omdat we functies invariant onder To(N) willen, staat hier dus dat er een niet constant 

morfisme 

= (fi, fa) : Yo(N)(O) = Do(N)\H — E(C) 
zou moeten bestaan, en het ‘meromorf in de spitsen’ vertaalt zich tot de eis dat dit morfisme 
uitbreidt tot Xo(N)(C). 

Op het compacte Riemannoppervlak E(C) bestaat een globale holomorfe autant 
namelijk in de gegeven coördinaten de vorm (2y+a;2 +a3) ‘dr. Zou een p als boven bestaan, 
dan kunnen we deze vorm terugtrekken met behulp van p. Dit geeft op H de differentiaalvorm 
(2fa(2) + ar fi (2) +3)" ‘df (2) = fi(2)(Qfol2) +, fi (2) +3)! dz, welke invariant moet zijn 
onder Po(N), en bovendien holomorf, zowel op H als in de spitsen. De eisen die dit op de 
functie fi(z)(2f,(z) + ai f(z) + 23)! legt houden precies in dat deze functie een ‘spitsvorm 
van gewicht 2 voor To (N)’ moet zijn. In het bijzonder heeft de functie een Fourierontwikkeling 
die bij n = 1 begint: 


A(2(2folz) Hai f(z) + as)" Dhr” 


De theorie van Riemann oppervlakken en die van algebraïsche krommen over C zijn, zoals 
Riemann in feite zelf al wist op een heel precieze manier equivalent. Als gevolg hiervan kan 
TW ook geformuleerd worden als de vraag naar een niet-constant morfisme van de over Q 
gedefiniëerde algebraïsche kromme Xo(N) naar E. Gebruik makend van het gegeven dat N 
de conductor van E is kan dan worden bewezen dat b; # 0. Ook blijkt dat als we de functie 
fiE(2Fs(z) + eu fi (2) + az)! met de inverse van bj vermenigvuldigen, dan wordt een reeks 


Fel) :=04+ Dang” 


n=z2 


verkregen waarin alle getallen a, geheel zijn. We zullen zien dat het arithmetisch interpreteren 
van deze getallen, die a-priori uit analytische en algebraïsch meetkundige eigenschappen van 
modulaire functies en Xo(N) lijken te komen, tot een bewijsstrategie voor TW gaat leiden. 


2.2 Taniyama 


Het doet misschien vreemd aan dat het TW-vermoeden onder zoveel verschillende namen in 
de literatuur te vinden is. Gedeeltelijk is dat te verklaren door het feit dat het hier gaat 
om een probleem dat een duidelijke ontwikkeling heeft doorgemaakt. In 1955 werd door 
Taniyama een vraag gesteld die beduidend vager was dan het hier gegeven vermoeden en 
waarin een verband gezocht werd tussen elliptische krommen gedefiniëerd over willekeurige 
getallenlichamen enerzijds, en bepaalde ‘automorfe vormen’ anderzijds. De andere namen bij 
het vermoeden zijn erbij gekomen doordat deze wiskundigen bijdroegen tot een precisering van 
het vermoeden, en tot een manier waarlangs gepoogd kon worden tot een bewijs te komen. 
Een indrukwekkende beschrijving van het leven en de vroegtijdige dood van Taniyama is te 
vinden in [Shi]. 
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2.2.1 Shimura 


Shimura bouwde voort op werk van Eichler uit 1954, en zoals al gezegd leidt dit tot een geheel 
arithmetische beschrijving van de boven gegeven Fouriercoëfficienten a. Een fraai overzicht 
van dit werk is te vinden in [MF IV, pp. 11-15). We beperken ons hier tot een heel summiere 
beschrijving. 

Shimura begint met een p : Xo(N) > E als boven; in het bijzonder eisen we (voor het 
gemak) opnieuw dat N de conductor van E is. In essentie door de hele situatie te reduceren 
modulo een priemgetal p en door in karakteristiek p de grafiek van het Frobenius morfisme, 
dat alle coördinaten tot de pde macht verheft, te vergelijken met de grafiek van de zgn. Hecke- 
correspondentie 7, blijkt dat 


#E mod p(F‚) := 1 + #{(a,b) € (F‚)°|G(a,b) = 0 mod p}=p+1-—a. 


Dit levert dus een beschrijving van de a, voor p priem, die geheel arithmetisch is. Om ook de 
overige a's te vinden, kan vervolgens de formule 


Dann” = [Ct - ap) [[G — appt +177) 


PIN p\N 


gebruikt worden. 
Een voorbeeld (afkomstig van Ligozat): laat E gegeven zijn door 
yv tryty=r +? 


Dit blijkt een elliptische kromme geparametriseerd door Xo(15) te zijn. De bijbehorende 
spitsvorm is 


(Lg (L 9 (1 "(1 t°). 


amen |: 


Fr(g) =g 


n= 


u 


Dit als machtreeks geschreven levert voor q’ de coëfficient 1, dus de hierboven gegeven verge- 
lijking heeft modulo 7 precies 7 — 1 = 6 oplossingen. 


Nog een voorbeeld: de elliptische kromme gegeven door 
y= -r 


wordt geparametriseerd door Xo(32). De bijbehorende spitsvorm blijkt te zijn 
al[Ga- "ag". 
n=l 


In het oneindige product komen alleen machten van qf voor, dus de totale machtreeks heeft 
alleen coëfficienten a, # 0 voor n van de vorm 4k + 1. En inderdaad, als p een priemgetal 
is met p = 3 mod 4, dan is het aantal punten op de kromme over F‚ precies p + 1: eentje 
voor oneindig, eentje voor ieder van z = 0, +1, en verder geldt dat als a° — a geen kwadraat 
is in F‚ dan is (—a)® — (—a) dat wel, immers —1 is geen kwadraat in F, en een product van 
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twee niet-kwadraten is een kwadraat. Dus in totaal 4 + 2(p — 3/2 = p +1 punten. Dus 
ap =p+1l-—(p+1) =0 zoals ook al direct uit de machtreeks te concluderen was. 

Overigens bestaat in dit voorbeeld ook voor de priemen p = 1 mod 4 een fraaie, van Gauss 
afkomstige formule voor het aantal punten over F‚ op de kromme. Zo’n priem p kan namelijk 
geschreven worden als p = a? + 4b? voor gehele getallen a,b. Deze schrijfwijze is uniek op 
het teken van a,b na. Kies het teken van a nu zo, dat a = 1 mod 4 indien b even is, en 

= —l mod 4 voor oneven b. Dan geldt a, = 2a en het aantal oplossingen over F, van de 
vergelijking y? = z° —r is p— 2a, zoals voor bijvoorbeeld p = 5, 13,... eenvoudig te controleren 
is. 


We gaan nu terug naar het TW-vermoeden. Ga uit van een willekeurige elliptische 
kromme E' over Q, met conductor N. Het ligt voor de hand, te proberen Shimura’s ar- 
gument om te draaien. Definieer daartoe gehele getallen a, voor p priem door a, =p+1— 
(# punten over F‚ op E' mod p. Verder voor algemene gehele n > 1 wordt a, gedefiniëerd door 
Hon (1 — 49p7°)"* Tp pm (1 — app + p'72°)"! formeel te ontwikkelen in een reeks jn, ann” *. 
Deze a, worden vervolgens gebruikt om de Fourierreeks 


Fr (q) := Dang” 
n=l 


te definieren. 


Stelling. Zij E' een elliptische kromme over Q met conductor N. Als de bij E' gedefiniëerde 
g-expansie Fr: een spitsvorm van gewicht 2 voor To(N) is, die bovendien voldoet aan 


ENz° fps (2) = fe (—1/(N2)), 
dan geldt TW voor E'. 


We geven een idee van het bewijs. Uit het gegeven dat Fg: een spitsvorm voor To(.N) is, volgt met een 
oud resultaat van Hecke dat de schrijfwijze van de reeks )\®_, ann”* als product impliceert dat Fr: 
een eigenvorm is voor de al eerder genoemde Hecke-operatoren. 

Er zijn vele manieren om Hecke-operatoren in te voeren. Bijvoorbeeld in termen van represen- 
tatietheorie van —in ons geval groepen van inverteerbare 2 x 2 matrices. Een andere aanpak vindt 
men, uitgaand van Hecke-correspondenties: dit zijn zekere over Q gedefiniëerde algebraische krommen 
in Xo(N) x Xo(N); zie bijv. [MF IV, p. 14]. Door differentiaalvormen op Xo(N) eerst langs één van 
de twee projecties terug te halen naar zo’n kromme en vervolgens via de andere projectie weer naar 
Xo(N) te sturen, wordt een lineaire afbeelding op differentiaalvormen verkregen en daarmee ook eentje 
op de lineaire ruimte van spitsvormen van gewicht 2. Helemaal expliciet krijgt men zo voor elke n > 1 
met ggd(n, N) = l een lineaire operator T„ op deze ruimte van spitsvormen, gegeven door 


en bna”) = bp (> dbr.m/42 q 


mai \d/n,‚m 


Met deze beschrijving is het een kwestie van doorrekenen om het bovengenoemde resultaat van Hecke 
te verifiëren: ga bijvoorbeeld zelf na dat T‚(Fe:) = ap Fr: voor priemen p die N niet delen. 

Shimura redeneert nu als volgt verder. We nemen aan dat inderdaad Fp: een spitsvorm van gewicht 
2 is. Met behulp van de Hecke-operatoren kan dan een ‘abelse deelvariëteit E van de Jacobiaan van 
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Xo(N)’, gedefiniëerd over Q worden gemaakt. We laten alle details hier voor wat ze zijn; het idee is 
dat de T„ endomorfismen van die Jacobiaan definiëren, en dat we de doorsnede van alle kernen van de 
Tp — [ap] nemen, waarin de notatie [n] vermenigvuldigen met n in de Jacobiaan aangeeft. 

Niet voor niets noteren we de zo verkregen variëteit als E. Shimura bewijst namelijk dat dit een 
elliptische kromme over Q is, mits Fp: aan nog een extra eis voldoet. Die extra eis is dat de functie 
een ‘nieuwvorm’ is; schrijven we fp:(z) := Fp:(e?”*?) dan blijkt dit in ons geval equivalent te zijn met 
de eigenschap 

tNz° fgr(z) 5 fe (-1/(Nz)). 
Men kan Xo(N) over Q injectief afbeelden naar z’n Jacobiaan, en deze Jacobiaan op z'n beurt sur- 
Jectief afbeelden naar iedere abelse deelvariëteit, dus in het bijzonder naar E. Op grond van al- 
gemene beschouwingen over algebraïsche krommen en hun Jacobiaan levert dit in ons geval een over Q 
gedefiniëerd surjectief morfisme Xo(N) — E. Ook bij E krijgen we dan een spitsvorm van gewicht 2, 
zeg Fe. 

Uit het al eerder genoemde resultaat van Eichler en Shimura volgt dat Fr = Fp:! Anders gezegd, 
de reducties modulo p van beide elliptische krommen hebben hetzelfde aantal punten over F‚, voor alle 
priemgetallen p. Gebruik nu het volgende resultaat: 


Isogeniestelling. Als twee elliptische krommen ZE, E' over Q modulo oneindig veel priemen hetzelfde 
aantal punten hebben, dan bestaat er een over Q gedefiniëerd surjectief morfisme: E — E'. 


Dit resultaat is voor het eerst bewezen in 1983 door Faltings; in feite bewees Faltings iets nog 
veel algemeners, en zijn resultaat is nauw verwant aan het door hem opgeloste ‘Tate vermoeden voor 
abelse variëteiten’. Voor wie alleen in het bewijs van FLT is geïnteresseerd, is dit resultaat van Faltings 
overigens overbodig. In dat geval gaan we namelijk uit van de Frey-kromme E' = E4,B‚c (zie de tekst 
van F. Oort), en die is semi-stabiel. Serre bewees al in 1964 dat als E' in een zekere klasse zit die de 
semi-stabiele omvat, dan geldt de bovengenoemde stelling. 


Voordat de isogeniestelling bekend was, waren er twee vermoedens die TW genoemd zouden 
kunnen worden: naast degene waarmee wij begonnen, is er de vraag of functies Fr:(z) als 
boven inderdaad spitsvormen zijn. De laatstgenoemde versie is ouder dan de eerste. Historisch 
gezien is er veel voor te zeggen, alleen aan die versie de naam TW of STW te koppelen. Maar 
bijvoorbeeld Ribet’s resultaat waarover U in Oort’s tekst kunt lezen, maakt essentieel gebruik 
van ‘onze’ TW. 


Voorbeeld. (Shimura, 1971.) Stel dat E over Q een elliptische kromme is die ‘complexe 
vermenigvuldiging’ (CM) heeft. Dit houdt in dat er een morfisme van E naar zichzelf bestaat 
waarvan de graad geen kwadraat is. Voorbeelden zijn de krommen gegeven door y? = 2° +nz, 
of y= +k,of yt +ry=r* 2? 2-1, of y= 21° +41? +2z, enz. Het is een resultaat 
van Deuring uit de jaren ’50 dat hier de bijbehorende Fr een spitsvorm van gewicht 2 voor 
Po(N) met de gewenste eigenschappen is. De kromme E zit niet in de klasse waarvoor Serre 
in 1964 de isogeniestelling bewees, maar Shimura slaagde er in 1971 in om de isogeniestelling 
te bewijzen voor het geval dat E CM heeft. De conclusie is dat voor CM-elliptische krommen 
TW waar is. 


Voorbeeld. Stel dat we TW voor een gegeven vaste conductor N zouden willen aantonen. 


Dit kan als volgt. Om te beginnen, proberen we alle spitsvormen F(q) van gewicht 2 die 
in aanmerking komen, te vinden. Dit zijn er slechts eindig veel, want de ruimte van alle 
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spitsvormen van gewicht 2 voor To(N) is te identificeren met de ruimte van holomorfe dif- 
ferentiaalvormen op Xo(N)(C) en het is een bekende eigenschap van Riemann oppervlakken 
dat deze ruimte eindig dimensionaal is. Onder de spitsvormen willen we eigenvormen voor de 
Hecke operatoren, en bovendien moeten dit nieuwvormen zijn. Uit de theorie van modulaire 
vormen is bekend dat de gezochte eigenruimten dimensie 1 hebben. Verder willen we nog 
dat de coëfficient van q' een 1 is. Hiermee houden we maar eindig veel spitsvormen over. 
In de praktijk blijkt dit allemaal ook daadwerkelijk uitvoerbaar, in de zin dat een algoritme 
bestaat dat bij gegeven N,m > 0 in eindig veel stappen het aantal mogelijke F'(q)’s bepaalt en 
bovendien bij elk van deze voor alle priemen p < m de coëfficienten a, berekent. In [MF IV, 
pp. 135-141] vinden we bijvoorbeeld een tabel met voor alle N < 300 (o.a.) het aantal moge- 
lijke vormen. Het in 1992 gepubliceerde boek van Cremona geeft zelfs tabellen voor N < 1000, 
en Mestre berekende rond 1988 voor alle priemgetallen N = { < 14000 het aantal spitsvormen 
en voor elk ervan de a,’s voor p < 19 (het is mij niet bekend of Mestre’s lijst gepubliceerd is). 

Met deze berekening weten we dus hoeveel elliptische krommen met conductor N we mini- 
maal kunnen verwachten. Immers, bij elk van de gevonden spitsvormen hoort een elliptische 
kromme op grond van Shimura’s werk. Nu moeten alle elliptische krommen met conductor 
N gevonden worden. Is E zo’n kromme, dan is de discriminant van het globaal Weierstrass 
minimale model van E gelijk aan +pi'---ps* waarin p; de delers van N doorloopt. Bij het 
globaal minimale model horen twee invarianten ca, ce € Z. Deze bepalen het model op isomorfie 
na, en ze voldoen aan de vergelijking 


ca° — c6° = +1728p7! pj". 


Anderzijds, een paar c4,c6 dat aan deze vergelijking voldoet kan alleen van een vergelijking 
die minimaal is bij p komen wanneer p!? niet een deler is van ggd(c4°, c6°). Dus wordt van 
mogelijke oplossingen geeist dat ggd(c4°,c6°) niet deelbaar is door een 12de macht. Met 
methoden uit de Diophantische approximatie is voor vaste pj,..., px deze vergelijking in de 
variabelen c4, ce, nj, nx onder de gegeven restrictie effectief op te lossen; in het bijzonder is 
het aantal gezochte oplossingen eindig. Ieder van de oplossingen levert een expliciete elliptische 
kromme; hiervan wordt de conductor bepaald, en tenslotte wordt nagegaan tussen welke van 
deze krommen over Q gedefiniëerde surjectieve afbeeldingen bestaan. Ook dit laatste kan op 
een effectieve manier; bijvoorbeeld door een sterkere versie van de isogeniestelling te gebruiken 
die zegt dat er een van N afhankelijke grens is zodat zo’n afbeelding bestaat precies dan als 
voor alle priemen onder die grens de reducties van beide krommen hetzelfde aantal punten 
hebben. Een andere, meer praktische aanpak is dat een resultaat van Mazur uit 1978 wordt 
gebruikt. Dit resultaat zegt dat als zo’n surjectie over Q bestaat, dan bestaat er ook één 
met graad € {2,3,5,7,11,13,17,19,37,43,67,163}. Voor een gegeven elliptische kromme kan 
vrij eenvoudig nagegaan worden of deze een surjectie naar een andere toelaat met gegeven 
graad. Is zo’n surjectie er, dan is het niet al te veel werk, een expliciete vergelijking van de 
beeldkromme op te schrijven. 

We hebben nu twee eindige verzamelingen, nl. de isogenieklassen van elliptische krommen 
met conductor N, en de nieuwvormen van gewicht 2 voor To(N). Shimura’s werk plus de 
isogeniestelling leveren een injectieve afbeelding van de tweede naar de eerste verzameling. 
TW voor conductor N is equivalent met het bijectief zijn van deze afbeelding, en dat kunnen 
we simpelweg controleren door van beide verzamelingen het aantal elementen te tellen. 

Voor een 2-macht conductor werd zo door Ogg, Honda en Miyawaki (1966/1974) TW 


79 


bewezen. Ogg toonde aan dat er precies 10 isogenieklassen bestaan in dit geval. Honda 
en Miyawaki vonden precies 10 genormaliseerde nieuwvormen en daarmee is dit geval rond. 
Dit ging nog zonder technieken uit de Diophantische approximatie. Wel werden deze later 
door Agrawal, Coates, Hunt en Van der Poorten voor het geval van een 11-macht conductor 
gebruikt. In dat geval blijken er in totaal 5 isogenieklassen te bestaan. 


2.2.2 Weil 


Aan een elliptische kromme E over Q zijn twee reeksen toegevoegd, nl. L(E,s) = Ya„n”* en 
frlz) = Fp(e?”**) = Ware?tin:, Merk op dat de coëfficienten a, vrij eenvoudig te begrenzen 
zijn in termen van n. Bijvoorbeeld is -p < a, < p, omdat er bij ieder van de p mogelijke z- 
coördinaten van een punt op de reductie mod p van E hooguit twee y-coördinaten zijn. Hasse 
bewees in 1936 dat zelfs |a,| < 2,/p. Het is een aardige opgave om hieruit te halen dat in het 
algemeen |a„| = O(n?/?). Hieruit volgt dat fp(z) holomorf is op H (dat werd in het voorgaande 
allang gebruikt!) en dat L(E,s) een holomorfe functie definiëert op {s € C|Re(s) > 3/2}. 

Hecke bestudeerde in de jaren ’30 het verband tussen Dirichlet reeksen en q-expansies als 
boven. Aan de basis daarvan staan twee formules. Ten eerste, 


dt 


t°” 1 f) dt Nn =2rint Jt — 5 | 9 s-loer 
hi felit) Sh Á e Dik 4 (r/2rn)'"'e Dr 


= (2m) "*T(s)L(E, 5). 


De andere is (onder de aanname dat L(E,s) uitbreidt tot een holomorfe functie op heel C) 


1 1+ioo 
Jalil) = ze / CM) D(LE, st "as. 


Deze tweede formule volgt uit de bekende residuenstelling samen met eigenschappen van de 
Gamma-functie. Zoals bekend is per definitie T(s) = fs t*"te*dt (voor Re(s) > 1), en uit de 
eigenschap I'(s +1) = sI(s) blijkt dan dat deze functie meromorf voort te zetten is tot heel 
C met alleen simpele polen voor s = —m,m = 0, 1,..., met residu GOE, Dus heeft de functie 

xz”*I'(s) een pool voor s = —m met residu Gr, De gesieirenstelligg mag worden toegepast 
op een contour C„ bestaande uit een omhooglopende verticale lijn voor Re(s) = —m + 5 en 
een omlaaggaande voor Re(s) = —-m — Ì. Tussen die lijnen heeft z"*I'(s) precies één pool, en 
dus is 5 Je, 2"*T(s)ds= GEE. Bieevoln is 


EE [iS en-Tour gras 


27i wis 


=k+5+ioo 
= Jin 2 laf, dn (2m)"*T(s)n"*t"*ds + DER (2rnt)"*T(s) d s) 
En - de en mi 


= felt) 
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hetgeen we wilden bewijzen. 
Hecke gebruikte bovenstaande formules om te bewijzen dat de eigenschap 


frl-1/(Nz2)) = AN2° fr(z) 


equivalent is met de voortzetbaarheid van L(E,s) tot een holomorfe functie op heel C, plus het 
voldoen aan een functionaalvergelijking: schrijf A(E,s) = N“/®(27)*T(s)L(E,s), dan geldt 
A(E,s) = FA(E,2-s). (Dus het teken in deze functionaalvergelijking is precies tegengesteld 
aan het teken in de funct. vgl. voor fe(z).) 

Weil slaagde erin, dit nog uit te breiden. Hij bewees dat wanneer niet alleen L(E,s), maar 
ook oneindig veel hiervan afgeleide reeksen ), x(n)ann”* voortzetbaar zijn tot holomorfe 
functies op C en aan geschikte functionaalvergelijkingen voldoen, dan is inderdaad fp(z) een 
nieuwvorm. 

Weil's artikel werd in 1967 gepubliceerd, en het eindigt met de vraag of misschien voor 
iedere elliptische kromme over Q aan de voorwaarden uit het resultaat is voldaan. Weil merkt 
op dat dit ‘problematisch scheint’ en het ‘mag dem interessierten Leser als Übungsaufgabe 
empfohlen werden’. 


3 Het Tate-moduul 


In de vorige $ zijn getallen a, aan een elliptische kromme toegevoegd. Het bleek mogelijk, 
het TW-vermoeden te vertalen in eigenschappen van deze getallen. We zullen nu een andere 
interpretatie van dezelfde a,’s zien, namelijk in termen van een Galoisrepresentatie op een 
Tate moduul. Aan de hand van een voorbeeld hopen we dit concept enigszins duidelijk te 
maken. 


3.1 de definitie 


Laat A een abelse groep zijn en {een priemgetal. Net als in Oort’s tekst is voor m geheel 
Alm] C A de ondergroep bestaande uit alle elementen a met ma = 0. 


Definitie. Het Tate moduul van A bij €, notatie TA, is de verzameling van alle oneindige 
rijtjes 

( pre ener se 1 Gers Dino xi) 
met de eigenschap dat voor elke i > 1 geldt g; € A[@] en Qgi1 = g;. 


Het Tate moduul is met coördinaatsgewijze optelling zelf ook een abelse groep. Verder is 
het een topologische ruimte als volgt. Voorzie elke A[@] van de discrete topologie. TA is een 
deelverzameling (zelfs een ondergroep) van het product 

AE). 
Deze productruimte voorzien we van de producttopologie (dat wil in ons geval zeggen dat een 
niet lege deelverzameling V open is precies dan als er een n > Q bestaat zodat de projectie 
V > Xion All] surjectief is). TvA krijgt nu de geïnduceerde topologie. Het is een aardige 
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oefening in het werken met dit soort topologieën om aan te tonen dat 7,A een topologische 
groep is (dwz. de groepsbewerkingen optelling en tegengestelde nemen zijn continu). 


Voorbeeld. Zij X = R/Z de ‘cirkelgroep’. Dwz. we werken simpelweg met reële getallen 
en optelling, en identificeren twee getallen wanneer hun verschil in Z zit. Schrijf voor het 
gemak elementen van X gewoon als reële getallen, en bedenk dat alleen het gedeelte achter 
de komma relevant is (mits we een beetje voorzichtig zijn met negatieve getallen). We nemen 
een priemgetal £. Voor elke n > 1 is in dit voorbeeld 


1 2 £-1 
X[e]= (ommen) 


een cyclische groep van orde £”, met bijvoorbeeld # als voortbrenger. 

Met End(T,X) duiden we de ring van alle (continue) homomorfismen van T,X naar zichzelf 
aan. We zullen deze ring anders beschrijven. Daartoe kiezen we een zeker element van 7,X, 
namelijk 

1 1 1 1 


Nn baas Tr 7 


t ). 
Laat p € End(7,X) zijn. De component in X[£] van p(1) is te schrijven als % waar n; € Z 
alleen bepaald is modulo £. Omdat p(1) € T‚X geldt verder dat (55 en 2 hetzelfde 
element in X[C] definiëren, dus n;;, mod £’ = n;. Omgekeerd, ieder rijtje (n;) met deze 
eigenschappen bepaalt een continu homomorfisme. Immers, gebruik het rijtje om het beeld 
van 1 te definiëren. Breidt dit uit tot een homomorfisme van de ondergroep voortgebracht 
door 1 naar 7,X. Het zo verkregen homomorfisme is continu, en de ondergroep ligt dicht in 
T‚X. Er bestaat dan een unieke uitbreiding tot een continue afbeelding op heel 7,X en die 
uitbreiding is het gevraagde endomorfisme. Getaltheoretici herkennen zeker de beschrijving 
van de hier gegeven ring in termen van rijtjes onmiddellijk: het is de ring Z, van {-adische 
gehele getallen. Dus End(7,X) = Z‚. Op deze manier wordt TX = Z4- 1 een moduul over 
Ze. Het is niet moeilijk om na te gaan dat dit een vrij moduul van rang 1 oplevert. 


Het voor ons belangrijkste voorbeeld is: neem een elliptische kromme E over een lichaam 
K = Qof K = F,. Neem voor de abelse groep de groep E(K) van alle punten op E met 
coördinaten in de algebraïsche afsluiting van K. Het zo verkregen Tate moduul bij £ noteren 
we als 7,E. Als £ verschillend is van de karakteristiek van K dan is de groep E(K)[£'] isomorf 
met een product van twee cyclische groepen van orde @ (vgl. Oort’s tekst). In dit geval volgt 
dat 7,E een vrij Ze-moduul van rang twee is. Een berekening analoog aan het eerste voorbeeld 
toont aan dat hier End(7,E) isomorf is met de ring van 2 X 2-matrices met coëfficienten in Zy. 

Stel dat & : E — E een surjectief morfisme is, en dat bovendien % een homomorfisme van 
E(K) naar zichzelf geeft. Dan levert ons een endomorfisme p* van T‚E. Een belangrijke 
eigenschap van het Tate moduul is 


Propositie. det(w*) = graad(). 
Voor een bewijs, zie bijv. [Sil, pp. 134-135]. De graad van een morfisme is een meetkundige 


invariant. Deze kan worden gedefiniëerd als het aantal punten, maar dan wel geteld met hun 
‘multipliciteit’, dat naar een gegeven punt wordt afgebeeld. De propositie zegt dus dat de 
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determinant van *, a-priori een element van Z4, een geheel getal is, namelijk de graad van w. 
In het bijzonder hangt de determinant dus niet af van £. Een voorbeeld: neem K = F‚. De 
afbeelding F' die aan een punt (x,y) op de elliptische kromme E het punt (z?,y?) toevoegt, 
is een morfisme van E naar zichzelf van graad p dat de Frobenius afbeelding genoemd wordt. 
Neem w = id — F, dwz. W(P) = P— F(P). Een punt P € E(K) wordt door w op het 
eenheidselement O € E(K) afgebeeld precies dan als F(P) = P, oftewel precies dan als 
P € E(F,). Hieruit kan worden geconcludeerd dat graad(w) = #E(F,). De propositie levert 
dan 


#E(F,) =det(w*) = 1 — spoor(F*) + det(F*) = 1 + graad(F) — spoor(F*) 
=1l+p-spoor(F*). 


Met andere woorden, 
spoor(F*)=1+p-#E(F,). 


Hier krijgt dus een getal dat we eerder a, noemden een interpretatie als een spoor van Frobe- 
nius op een Tate moduul. 


3.2 de bijbehorende Galoisrepresentatie 


We gaan nu uit van een K en een E als boven. De groep Gx bestaande uit alle lichaamsauto- 
morfismen van K werkt als automorfismen op de groepen E (K)[E]. Omdat vermenigvuldigen 
met {op E over K gedefiniëerd is, volgt dat zo inverteerbare endomorfismen van T,E verkregen 
worden. Dit beschrijft de bij E over K behorende {-adische representatie: 


Pp: Gk —> Aut(T‚E) ze GL(2,Z,). 


Heel veel arithmetische eigenschappen van E blijken af te lezen te zijn uit deze representatie 
p. Om dat iets preciezer te maken moet de groep Gx eerst wat beter worden beschreven. 

Neem K = Q. Een automorfisme van Q wordt gegeven door een systeem van automor- 
fismen van alle eindige, ‘normale’ uitbreidingen van Q, met de eis dat op de doorsnede van 
twee van zulke normale uitbreidingen de bijbehorende automorfismen overeenstemmen. Zo 
zouden we ‘van onderaf’ elementen van Go kunnen proberen te construeren. Zij nu p een 
priemgetal. Wat duurder gezegd, zij pZ een priemideaal in Z. De notie van ‘gehele getallen in 
Q’ generaliseert tot het begrip ‘geheel getal in Q’. Geheel zijn wordt daarbij gedefiniëerd als 
voldoen aan een vergelijking z” + biz"! 4... +bir +bo met coëfficienten b; € Z. Dit staat 
centraal in de algebraïsche getaltheorie. Bij een rij uitbreidingen van lichamen zoals 


QC QV-3) C QV-3, V2) C……… cO 


hoort een rij uitbreidingen van gehelen 


ZC zt Cc zE, VOC rara CE 


We kunnen in deze rij van ringen tenslotte proberen het priemideaal pZ te volgen, maar daar 
blijken (oneindig veel) keuzemogelijkheden. Nemen we bijvoorbeeld p = 31, dan zijn er in de 
eerste stap hierboven al twee priemidealen in zi) die pZ bevatten: de één bestaat uit 
alle veelvouden van 2 + 3/—3 en de andere uit alle veelvouden van 2 — 3-3. Wel zijn de 
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twee mogelijkheden ‘geconjugeerd’, in de zin dat de Galoisgroep ze in elkaar overvoert. In de 
volgende stap krijgen we bij elk van de eerste twee mogelijkheden weer drie nieuwe, afhankelijk 
van welke van de drie elementen $/2 — 7, /2 — 4, /2 +11 wordt toegevoegd om een nieuw 
priemideaal voort te gaan brengen. Zo zijn er in twee stappen al 6 mogelijke priemidealen, 
en het is een aardige oefening om na te gaan dat dit inderdaad priemidealen zijn, en dat 
bovendien de Galoisgroep (van Q(Y2, /-3) over Q) die uit precies 6 elementen bestaat elk 
van deze naar een willekeurige andere kan sturen. In iedere stap een keus makend kan men 
zich voorstellen dat zo uiteindelijk een priemideaal P C Z wordt verkregen. Welke, is hoogst 
arbitrair, maar er is een element van Gq die de keuze in een willekeurige andere overvoert. 

Bij de gekozen p wordt de decompositiegroep D, C Gq gedefiniëerd als de verzameling van 
alle automorfismen die P naar zichzelf afbeelden. Uiteraard hangt deze definitie af van P. 
Maar op conjugatie met elementen van Gg na is D, welbepaald. D, werkt als automorfismen- 
groep op het lichaam Z/P 2 F,. Dit levert een surjectief homomorfisme van groepen 


D, — Gr, = Gal(F‚/F,). 


De kern hiervan heet de inertiegroep bij p en deze wordt aangeduid met /,. Met al deze 
constructies komt men tot het invoeren van Frobeniuselementen bij pìn Gg. Dit zijn elementen 
in (een) D, die onder de bovengegeven surjectie afbeelden naar het Frobeniusautomorfisme 
Frob (dus p-de macht nemen) van F‚. De keuzevrijheid bij het geven van zo’n Frobeniuselement 
is dus samenstelling met een element van de bij de gebruikte D, horende 1, en conjugatie met 
elementen van Gg. 

De voor ons belangrijkste eigenschappen van het Tate moduul zijn verwoord in het volgende 
resultaat. 


Propositie. 


1. (Néron-Ogg-Shafarevich) E heeft goede reductie bij een priem p precies dan als voor 
(een) £ # p het beeld van 1, in Aut(TvE) triviaal is. 


2. Heeft E goede reductie bij p‚, noem dan deze reductie E. Voor € # p zijn TE en TE 
isomorfe Z‚[D‚]-modulen. 


Dit resultaat levert dus precies wat we hebben willen: neem een priem p waar E goede 
reductie heeft. Schrijf p voor de representatie van Gq op TrE en p voor de representatie van 
Gr, op T,E. Laat o € D, C Gq een Frobeniuselement bij p zijn. Dan geldt 


spoor(p(o)) = spoor(p(Frob)) = spoor(F*) = a, 
Met andere woorden, al de getallen a, zijn terug te vinden uit de ene representatie p. 


Voorbeeld/Definitie. Neem X = R/Z de cirkelgroep. De afbeelding z — e?"°“* levert een 
isomorfisme tussen X en de eenheidscirkel Y in het complexe vlak. In deze vermenigvuldig- 
groep Y is Y[m]= {z € C|z” = 1}. De groep Gq werkt als groepsisomorfismen op Y [m] en 
dit geeft een Galoisrepresentatie op de Tate modulen: 


Xx: Go —Aut(Z,Y) ZZ. 
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Is a € Gq een Frobeniuselement bij de priem p # 4, dan is intuïtief wel duidelijk wat x(o) 
is: de afbeelding die iedere y € Y[@*] stuurt naar z’n p-de macht y? is uit te breiden tot een 
element van Go. Het ligt voor de hand dat zo’n uitbreiding een ‘lift van Frobenius op F,’ is. 
Xx beeldt deze uitbreiding dan af naar het element p € Z‚*. De algebraïsche getaltheorie levert, 
dat dit argument echt werkt, en dat voor elk Frobeniuselement a bij p inderdaad x(o) = p. 
De zo verkregen x heet het eyclotomische karakter. 

Het is een bekend feit dat voor de p behorend bij een elliptische kromme de gelijkheid 
det(p) = x geldt. (Idee: x van een Frobeniuselement bij p is gelijk aan p. Ook is p van dat 
element na reductie modulo p te identificeren met p van het Frobenius automorfisme, en de 
determinant daarvan is zoals we zagen de graad en die is p.) 


4 Modulaire Galoisrepresentaties 


Het TW-vermoeden is in het voorgaande in feite geheel ontdaan van alle meetkunde. Immers, 
het is herleid tot de vraag, of zekere getallen a, die afkomen van een 4-adische representatie 
van de Galoisgroep van Q te interpreteren zijn als coëfficienten van een spitsvorm voor (een) 
Po(NN). De eerste indruk bij het beschouwen van dit probleem is, dat we zo verkeerd bezig zijn. 
Immers, ergens in een hypothetisch bewijs zal informatie over de gegeven Galoisrepresentatie 
gebruikt moeten worden, en de enige informatie die we hebben is dat deze afkomt van een 
meetkundig ding (elliptische kromme) over Q. 

Toch blijkt het nuttig, het gebruik van de meetkunde nog even uit te stellen. Sterker 
nog, we gaan er ogenschijnlijk nog verder vandaan door ook de notie ‘de a,’s komen van een 
modulaire vorm’ in termen van {-adische representaties te geven. 

Is f(q) =q + her ang” een genormaliseerde nieuwvorm, dan blijken de coëfficienten an 
alle in een vaste eindige lichaamsuitbreiding van Q te zitten. Kies een injectieve afbeelding 
van dit lichaam naar een eindige lichaamsuitbreiding K van Q/. Dan geldt dat aan f een 
representatie 

py : Ga — GL(2, K) 


kan worden toegevoegd met de eigenschap dat voor bijna alle p priem, voor o een Frobeniuse- 
lement bij p geldt dat 
spoor(p;(o)) = as. 

In de meeste literatuur wordt dit resultaat aan Deligne en Serre toegeschreven, hoewel het 
in heel veel gevallen al door Shimura bewezen was. In feite is de uitspraak veel preciezer. 
Bijvoorbeeld leggen in het algemeen sporen een representatie nog niet vast, op dezelfde manier 
als uit de sporen van alle machten van een matrix van gegeven afmetingen die matrix in het 
algemeen nog niet op conjugatie na bepaald kan worden. Maar als we erbij zeggen dat de 
matrix diagonaliseerbaar is, dan is met de sporen de matrix op conjugatie na bepaald. De 
uitspraak in ons geval geeft een analogon voor dat begrip ‘diagonaliseerbaar’, namelijk de 
informatie dat de representatie ‘semisimpel’ is. We gaan op al deze technische details niet 
in; evenmin zeggen we iets over het verband tussen het ‘gewicht’ van de modulaire vorm 
en de determinant van de representatie, en ook houden we bewust het begrip ‘nieuwvorm’ 
vaag. Tenslotte is niets gezegd over continuïteit van alle #-adische representaties die totnutoe 
bekeken werden. 
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Representaties zoals blijkens de resultaten van Shimura-Deligne-Serre bestaan noemen we 
modulair. Iets preciezer: 


Definitie. Zij K een eindige uitbreiding van Q/. Een (continue) (absoluut irreducibele) 


(semi-simpele) representatie 
p: Go —>GL(2,K) 


heet modulair, wanneer er een spitsvorm f is, met coëfficienten in K, zodat voor bijna elke p 
priem, voor o een Frobeniuselement bij pen 7, de Heckeoperator bij p geldt dat 


T‚(f) = spoor(p(o))- f. 


Deze definitie vertaalt het TW-vermoeden in de vraag of de {-adische representatie die aan 
een elliptische kromme over Q wordt toegevoegd, modulair is. 


5 Mazur’s deformatietheorie 


Laat E een elliptische kromme over Q zijn. Het Tate moduul 7,E kunnen we projecteren 
op de factor E(Q)[4]. Dit geeft een surjectief homomorfisme. De kern bestaat uit alle rijtjes 
(--…, Pi, Po, P) waarbij P, = O, en bijgevolg {P, = O oftewel Pi € E(Q[E] = LE(Q)[E] C 
E(Q)[4?], en zo (inductief verder) P, € LE(QYI[E]. Met andere woorden, de kern is precies 
{T,E, en bijgevolg 

LEITE S E(@)[4. 


Op deze wijze wordt uit de representatie p de al in de tekst van Oort genoemde Galoisre- 
presentatie op de punten van orde { teruggevonden. Anders gezegd, er is een commutatief 
diagram: 

Aut(7,E) z GL(2, Zi) 


LZ | mod € 


Ge — Aut(E@[0) > GL(2,F‚). 


Dit wordt het liften van een Galoisrepresentatie genoemd. In de tweede helft van de jaren ’80 
begon Mazur met een systematische studie van dit soort ‘liftingen’. 
Hierbij wordt uitgegaan van een vaste representatie 


B : Go — GL(2,F,). 


Het liften van p is per definitie het geven van een locale ring R > Zy, met priemideaal À 
waarvoor R/À X F,, en een representatie p : Gq > GL(2, R) met de eigenschap p mod À = p. 

In deze algemeenheid is er waarschijnlijk niet al te veel over liften te zeggen. Er wordt 
dan ook geprobeerd, zinnige beperkingen op te leggen aan de klasse van liftingen die worden 
toegelaten. We proberen een indruk te geven hoe dat wordt gedaan. 


Een eigenschap die we bijvoorbeeld bij het Tate moduul van een elliptische kromme al zagen, is dat 
voor bijna elke priem p de inertiegroepen I, triviaal beeld hebben. Delen we Gq uit naar de kleinste 
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normale ondergroep die alle I, met de eigenschap dat ze triviaal beeld hebben bevat, dan blijft over de 
groep van automorfismen van Qs. Deze Qs is per definitie de maximale lichaamsuibreiding van Q die 
alleen vertakt boven de priemen in een eindige verzameling ©. Een eerste eis die op liftingen gelegd 
wordt is, dat voor een vaste, van te voren vastgelegde eindige verzameling priemgetallen © die { bevat, 
de lifting tot GL(2, R) loopt via Gal(Qs/Q): 


p : Go PE“ GalQ2/Q) — GL(2, RJ. 


Een tweede eis is, dat de determinant van onze lifting wordt vastgelegd. Bijvoorbeeld eisen we dat 
dit een vaste macht van het cyclotomische karakter is. 


Probleem/Voorbeeld. Kies een t € Z waarvoor { := 27 + 41° een (positief) priemgetal is. (Dus 
bijvoorbeeld € = 23, 31,59, 283,.. ) Zij L de lichaamsuitbreiding van Q voortgebracht door de nulpunten 
van XS +1X +1. Men gaat gemakkelijk na dat Gal(L/Q) de groep S3 van alle permutaties op 3 
elementen is. Deze groep kan in GL(2, F4) worden gestopt, bijvoorbeeld door de permutaties te zien 
als permutaties op de drie coördinaten van de ruimte V C F$ bestaande uit alle elementen waarvan 
de som van de coördinaten 0 is, en dan een isomorfie GL(V) = GL(2, Fe) te kiezen. Zo krijgen we een 


representatie 


z: Ga LSF GallL/Q) = Sa C GL(2,F). 


Kies © = {l}. Het geven van een lifting die factoriseert over Gal(Qs/Q) komt dan neer op het vinden 
van een uitbreiding Q C L C K, die alleen bij £ vertakt en waarvoor Gal(K/Q) bevat is in een 
groep GL(2,R), en reductie moet dan precies de S3 waarmee we begonnen leveren. Zelfs wanneer 
R= Zy alleen wordt bekeken, en we eisen dat de determinant van de lifting op een eindig karakter na 
het cyclotomische karakter is, denk ik dat hier nog overaftelbaar veel onderling niet-isomorfe liftingen 
mogelijk zijn. 


De centrale vraag in Mazur’s werk is, onder welke omstandigheden een ‘universele lifting’ 
bestaat. Dat houdt in een lifting tot een î : Gq — GL(2, R), voor een zo klein mogelijke 
ring Ä, met de eigenschap dat een willekeurige andere lifting die aan dezelfde van te voren 
vastgelegde eisen voldoet, op isomorfie na van de vorm pof : Go > GL(2 ‚p(R)) is. Hier is 
p een ringhomomorfisme van R naar een andere ring. 

Het bestaan van universele deformaties is voor allerlei klassen van liftingen aangetoond; 
o.a. door Mazur en door Boston. Wiles gebruikt voor zijn strategie om TW te bewijzen een 
recent resultaat (het is mij niet bekend of dit werk inmiddels verschenen is; Coates toonde 
me in juli j.l. een preprint) van Mazur en Ramakrishna over universele liftingen. Dit is nogal 
technisch; we proberen een idee te geven welke voorwaarden precies opgelegd worden. 


Voorwaarden op p. Ten eerste beperken we ons tot p : Gq — GL(2,Fe) die oneven en absoluut 
irreducibel zijn. Oneven wil zeggen dat voor (elke) Q C C het element c € Go dat afkomt van de 
standaard complexe conjugatie op C voldoet aan det(p(c)) = —1. Absoluut irreducibel wil zeggen dat 
wanneer we de matrices in het beeld van Gq laten werken op de standaard 2-dimensionale lineaire 
ruimte over de algebraische afsluiting van F4, dan hebben ze daar geen gemeenschappelijke positief 
dimensionale eigenruimte. Verder wordt geeist dat er een modulaire Galoisrepresentatie 


% : Go — GL(2,0) 


bestaat die een lifting is van p. 


Voorwaarden op de toegelaten liftingen. De priem &, de priemen p waarvoor p(I,) # (1), e 
eventueel nog eindig veel andere priemen stoppen we in een verzameling ©. De eerste eis die en 
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opgelegd, is dat de liftingen factoriseren via Gal(Qz/Q). Ten tweede bekijken we alleen liftingen naar 
een GL(2, R) met R een (complete, Noetherse, locale) O-algebra. De derde eis is wat ingewikkelder, 
want deze hangt af van eigenschappen van p. Denk voor het gemak aan het geval dat p de representatie 
op de £-torsie van een elliptische kromme E is. Modulo £ zijn er voor E diverse mogelijkheden. Neem 
bijvoorbeeld het geval dat de reductie goed is. Dan kan deze supersingulier zijn, hetgeen betekent 
dat de punten van orde l na reductie alle ‘verdwijnen’. Ook kan de reductie ‘gewoon’ zijn en in dat 
geval blijven er van de #? punten in karakteristiek O na reductie nog £ over. Het laat zich raden, dat de 
beperking van p tot de decompositiegroep bij £ dit gedrag detecteert. Wat Mazur en Ramakrishna doen, 
is dat ze in feite als vierde eis op p opleggen dat de beperking tot de decompositiegroep hetzij ‘gewoon’ 
is (dat is als wat we ook zien in het geval van een elliptische kromme met slechte, multiplicatieve 
reductie of goede, gewone reductie); hetzij ‘plat’ is (dat is als wat we bijvoorbeeld zien in het geval van 
supersinguliere reductie). Voor elk van deze gevallen wordt vervolgens een weer andere restrictie op 
de toegelaten liftingen gelegd. Voor de experts: in het geval van een gewone p willen we dat de lifting 


X1 
0 
geëist dat de restrictie van p tot D‚ afkomt van een {-deelbare groep. Tenslotte worden eisen opgelegd 


bij de overige priemen p € X. Ook hier bepaalt de restrictie van p tot de decompositiegroep D, wat 
precies aan de lifting wordt opgelegd. De tot nog toe beschikbare gegevens over Wiles’ bewijs zijn hier 
vaag over, dus ik weet het gewoon niet precies. Wel heb ik begrepen dat deze eisen overeenkomen met 
werk van Serre in [Se2]: hierin stelt Serre de vraag of een heel precies gespecificeerde modulaire lifting 
bestaat. De eigenschappen die deze specificatie impliceert voor de lifting, worden nu aan alle toegestane 
liftingen opgelegd. In het bijzonder wordt daarmee dan ook (op misschien een eindig karakter na) de 
determinant vastgelegd. 


p beperkt tot De er uitziet als waarbij x2 triviaal is op 14. In het ‘platte geval’ wordt 


Een collectie eisen op zowel p als op toegestane liftingen, duiden we aan als D. 


De zeer oplettende lezer ziet misschien een probleem: de gegeven modulaire lifting voldoet a-priori 
zelf misschien niet eens aan alles uit D. Echter, hetzelfde werk van Ribet dat nodig is bij de implicatie 
van TW naar FLT, en gerelateerd werk van diverse mensen (o.a. Carayol, Edixhoven) laat zien dat als 
er maar ergens een is, dan is er ook eentje die aan D voldoet. Voor een overzicht van dit probleem, 


zie [Rib]. 


Stelling. (Mazur-Ramakrishna, 1993) In de hierboven geschetste situatie bestaat een uni- 


versele deformatie 
P : Go — GL(2, Rp). 


Ter verduidelijking, elke p die aan D voldoet is dus op isomorfie na het beeld van p onder 
een homomorfisme van Rp naar een andere ring. Het belangrijke van dit resultaat is, dat de 
ring Rp kleiner en ook veel beter hanteerbaar blijkt te zijn. En dat is waar Wiles gebruik van 
maakt. 

De meetkunde mag overigens inmiddels uit de formuleringen verdwenen zijn, maar aan- 
wezig is ze hier zeker. Dit resultaat is sterk verwant aan de moduli-theorie in de meetkunde, 
en met name de daar gebruikte deformatietheorie zoals door Grothendieck, Schlessinger en 
anderen is ontwikkeld, speelt een belangrijke rol in het bewijs van bovenstaande stelling. 
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6 Het hoofdresultaat van Wiles 


Uitgaande van een pen een D als in de vorige $, kan men zich afvragen welke van de liftingen 
die aan D voldoen modulair zijn. Mazur en Fontaine hebben+het vermoeden uitgesproken dat 
ze dat allemaal zijn. Wiles’ hoofdstelling zegt dat voor sommige D dit vermoeden juist is. 


Bij elke modulaire lifting hoort een ringhomomorfisme van Rp naar een andere ring. De kern hiervan 
is een priemideaal P in Rp. Het quotient van Rp dat in zekere zin universeel is voor alle modulaire 
liftingen van type'”D is dan 

Tp := Rp/(NP), 


waar de doorsnede genomen wordt over alle priemidealen die afkomen van modulaire liftingen. Het 
cruciale resultaat van Wiles is, dat hij voor sommige D kan bewijzen dat Rp en Tp isomorfe ringen zijn. 
En de interpretatie hiervan is dat dan elke lifting van p die aan D voldoet modulair is. Het bewijs van 
dit resultaat is een enorme opeenstapeling van algebraïsche meetkunde, theorie over speciale waarden 
van L-reeksen, Iwasawa theorie en nog veel meer. We zeggen daar verder niet over, en noemen het voor 
TW belangrijke gevolg. 


Stelling. (Wiles, 1993) Neem een p die aan alle in de vorige $ opgelegde voorwaarden voldoet 
en kies een daarbij toegelaten D. ledere lifting van p die aan D voldoet is modulair in elk van 
de volgende twee gevallen. 


1. O (en p) komen af van de modulaire vorm die hoort bij een elliptische kromme met CM. 
2. p voldoet aan elk van de aanvullende eisen 


e det(p) is de reductie mod van het cyclotomische karakter, en Sym° (p) is absoluut 
irreducibel; 


e voorde priemen p # { met p(I,) # (1) geldt dat de beperking van p tot D, reducibel 
is. 


e (alleen voor de gevallen {= 3 of /= 5): er bestaat een p € 2 waarvoor (|#p(I,). 


Hierin is Sym° een bekende constructie uit de representatietheorie. In ons geval werken 
we met 2-dimensionale representaties, dus met 2 X 2-matrices. Zo’n matrix kunnen we inter- 
preteren als een lineaire operator op homogene vormen {aX +bY} van graad 1, waar hij de 
variabelen X,Y door lineaire combinaties van X en Y vervangt. Deze zelfde variabelentrans- 
formatie werkt ook op homogene vormen {cj X” +e2X"=IY +4... +enz1Y”} van graad n, en zo 
maakt men van een 2x 2 matrix A een (n +1) X (n +1) matrix die Sym"(A) wordt genoemd. 


Voorbeeld. Neem een elliptische kromme E over Q gegeven door een vergelijking y° = 
z° +ar +b. Neem aan dat E goede reductie bij 3 heeft, dat z’n punten van orde 3 rationaal 
zijn over een cyklische uitbreiding van een imaginair kwadratisch lichaam, en dat bovendien 
geen enkel van deze punten # O een z-coördinaat in Q heeft. De laatste twee voorwaarden 
blijken equivalent te zijn met de eigenschap dat 84° + 54b? een derde macht is, en dat de 
vergelijking 3X* + 6aX? + 12bX — a? = 0 geen oplossingen X € Q heeft. Dan kan bewezen 
worden dat de representatie 


P : Go — Aut(E(Q)B)) 
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van het type is dat voldoet aan de eisen in geval (1) van Wiles’ stelling. Ook E zelf levert 
een lifting, namelijk de representatie naar Aut(T3E) @ GL(2,Z3) C GL(2,0). Omdat aan 
alle eisen in een geschikte D is voldaan, komt deze af van Rp = Tp. Maar afkomen van de 
universele modulaire lifting betekent dat de representatie zelf modulair is. Bijgevolg is TW 
waar voor E! 


7 Verdere benodigdheden voor TW 


Om TW voor een gegeven E over Q te bewijzen ligt het nu voor de hand een £ te zoeken, 
waarvoor de representatie 


P : Ga — Aut(E(O)[0) 


aan één van beide voorwaarden in de hoofdstelling van Wiles voldoet. 


De eerste voorwaarde is daarvoor te speciaal: Serre publiceerde in 1972 een lang artikel [Sel] waarin 
hij onder andere liet zien dat voor vaste E‚ voor bijna elke £ deze representatie surjectief is. En zoals 
bijvoorbeeld uit door Serre gegeven voorbeelden blijkt, bestaan er E waar voor geen enkele £ aan 
voorwaarde (1) is voldaan. 

Dus concentreren we ons op de tweede voorwaarde. Onderdeel hiervan is dat bij priemen p met 
P(Ip) # (1) de beperking tot D, reducibel is. Welnu, werkt I, niet-triviaal op de l-torsie, dan zeker ook 
op TrE, dus uit het genoemde resultaat van Néron, Ogg en Shafarevich volgt dat E slechte reductie 
heeft bij p. Theorie over eindige groepenschema’s levert hoe in zo’n geval de decompositiegroep werkt, 
en in het bijzonder krijgen we zeker een reducibele representatie wanneer de kromme multiplicatieve 
reductie heeft bij p. Dit is, geloof ik, één van de punten die het op het moment moeilijk maken, Wiles’ 
strategie te gebruiken om TW voor alle elliptische krommen over Q te laten werken. 

We leggen dus hier de beperking op dat E semi-stabiel moet zijn. Een tweede voorwaarde is dat 
Pp een modulaire lifting moet hebben. Voor algemene l stranden we hier op de vermoedens uit Serre’s 
artikel [Se2)]. Toch blijkt het voor ons geen probleem, al is het bewijs wel erg moeilijk: we zijn namelijk 
vrij in het kiezen van £. We kiezen £= 3. Een heel kort artikeltje [Tun] van Jerry Tunnell uit 1981 
garandeert het bestaan van een modulaire lifting in dit geval. (het bewijs is nauw verwant aan de 
oplossing van het zgn. Artin-vermoeden voor S4 en GL(2,F3)/ +1 = S4.) 

De resterende conditie om de hoofdstelling van Wiles te mogen toepassen, is irreducibiliteit van p 
en Sym°(p). Er zijn een aantal mogelijkheden. 


1. Het eenvoudigste geval doet zich voor, wanneer beide representaties irreducibel zijn. Dan kan 
direct de hoofdstelling worden toegepast. De conclusie in dit geval is dat TW waar is voor E. 


2. Het kan ook voorkomen dat alleen Sym°(p) niet irreducibel is. 
Bijvoorbeeld is dat zo wanneer p(Gq) = S3: neem als basis voor een 2-dimensionale lineaire 
ruimte V over F3 de vectoren v, = (1, —1,0) en va = (0,1, —1). De groep van alle permutaties 
op de coördinaten is een S3. Deze wordt voortgebracht door 


(12) : vin —vi, va vi +vz en (13) : vi > -V2, V2 > —Vj. 


Het blijkt dat dit een (absoluut) irreducibele representatie van S3 is; met andere woorden (12) en 
(13) hebben geen gemeenschappelijke eigenvector. Echter kijken we naar Sym°, dan moeten we 
per definitie v, identificeren met een variabele X en vs met een Y. Een eenvoudige berekening 
levert dat X? + XY +Y? door zowel (12) als (13) en bijgevolg door heel 53 wordt vastgehouden. 
Gebruik makend van het al eerder genoemde werk van Serre aan punten van eindige orde op 
elliptische krommen, kan evenwel worden ingezien dat een dergelijk geval alleen kan optreden 
voor een niet semi-stabiele kromme. In het bijzonder kan het hier dus buiten beschouwing worden 
gelaten. 
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3. Het resterende geval is dat p niet irreducibel is. In concrete termen betekent dit dat er een punt 
P € E(Q) is met P # O en 3P = O en voor elke o € Gq geldt o(P) = +P. In dit geval zitten we 
met een echt probleem. En deze situatie komt echt voor: neem bijvoorbeeld de kromme gegeven 
door 


yv 4+eyty=rS 19e + 26. 


Het punt P = (1,2) blijkt te voldoen aan 3P = O. En omdat het coördinaten in Q heeft, houdt 
elk element van Gq het vast. Bovendien is deze kromme semi-stabiel, zoals de vlijtige lezer kan 
nagaan. En nu kunt U natuurlijk zeggen: ‘OK, dan bewijzen we TW niet voor alle semi-stabiele 
elliptische krommen, maar alleen voor diegenen met nog een extra eigenschap die de Ea,p‚c in 
het bewijs voor FLT ook hebben, namelijk dat alle punten van orde 2 rationaal zijn.’ Helaas, deze 
eis is onvoldoende, want ook ons voorbeeld heeft die eigenschap. (De punten met rz = 8, —5,3 
zijn precies alle punten met orde 2.) Merk overigens op dat U in de tekst van Oort kan nalezen 
dat de representatie op de {-torsie voor elke > 5 wel irreducibel is (zowel voor ons voorbeeld 
als voor de krommen Ea,p‚c). 


Het zal duidelijk zijn dat we zo met de representatie op de 3-torsie niet verder komen. 


De volgende stap in het bewijs van Wiles, is dat hij aantoont dat er een andere semi-stabiele 
elliptische kromme È over Q bestaat die precies dezelfde representatie op de 5-torsie levert als E, 
en waarvoor de representatie op de 3-torsie wel voldoet aan het tweede deel van de hoofdstelling. 
Uit de hoofdstelling volgt dus dat TW waar is voor deze É. Maar dat betekent dat we nu een 
modulaire lifting hebben van de representatie op de 5-torsie van E zelf! 


We gaan dus nu proberen voor £ = 5 de hoofdstelling toe te passen. Het enige probleem is dat we 
nodig hebben dat de Galoisrepresentatie op de 5-torsie wel irreducibel is. Wiles doet hiervoor de 
volgende observatie: als de representatie op de 3-torsie van een semi-stabiele elliptische kromme 
reducibel is, dan is de representatie op de 5-torsie irreducibel. 


Stel namelijk dat beide representaties reducibel zijn. Dat houdt in dat we twee punten P,Q 
op E hebben, # O, en 3P = O = 5Q, en voor elke o € Go geldt dat oc(P) € {P,-—P} 
en o(Q) € {Q,-Q,2Q,-2Q}. Maar dan brengt het punt P +Q een (cyklische) groep van 
orde 15 voort, en Gg voert deze groep H in zichzelf over. De moduli-interpretatie van dit 
gegeven zegt, dat het paar (E,‚H) correspondeert met een punt met coördinaten in Q op de 
over Q gedefiniëerde kromme Xo(15). Een expliciete vergelijking voor Xo(15) blijkt te zijn 
yv tzyty=2S +2? — 10r — 10 (dit is zelf dus ook weer een elliptische kromme!). Deze 
vergelijking blijkt naast het punt in oneindig nog precies 7 andere oplossingen in Q x Q te hebben 
(kunt U ze vinden?). Sommige hiervan corresponderen met de ‘spitsen’ van Xo(15), en het blijkt 
dat er precies 4 oplossingen zijn die niet afkomen van spitsen; met andere woorden waarbij een 
paar (E*‚ H°) bestaande uit een elliptische kromme E' over Q en een Gq-stabiele ondergroep van 
orde 15 hoort. Men kan helemaal expliciet uitrekenen welke 4 elliptische krommen dit zijn. De 
4 zo verkregen krommen blijken allemaal niet-stabiele reductie bij 5 te hebben! (Eentje ervan 
wordt bijvoorbeeld gegeven door de vergelijking y° +zy+y=2z° +2? —3r +1; ga zelf na dat 
de reductie bij 5 slecht is en niet multiplicatief.) 


Conclusie: ons hypothetisch paar (E‚H), waarin E semi-stabiel is, kan helemaal niet bestaan, 
en bijgevolg is de representatie op de 5-torsie van E irreducibel. 


Met dit type argumenten wordt zo aangetoond dat voor { = 5 aan alle voorwaarden uit het 
tweede deel van de hoofdstelling is voldaan, en bijgevolg voldoet E aan TW! 


De gebruikte strategie leidt tot het volgende resultaat. 


Stelling. (Wiles, 1993) Het TW-vermoeden is waar voor semi-stabiele elliptische krommen 
over Q. 
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Opmerking (voor experts): bovenstaand argument ligt in feite heel subtiel. Probeer bijvoorbeeld te 
beginnen met de priem  = p in plaats van {= 3. We hebben direct al nodig dat de representatie naar 
GL(2,F‚) een modulaire lifting heeft, en dat is i.h.a. alleen bekend voor {=p < 3. Verder willen we 
dat als deze p reducibel is, dan is die bij een andere l = q irreducibel. Het argument dat daarvoor 
wordt gebruikt, is gebaseerd op de observatie dat gevallen waarbij beide representaties reducibel zijn, 
corresponderen met rationale punten op de modulaire kromme Xo(pgq). Daarbij is essentiëel, dat deze 
kromme maar eindig veel rationale punten heeft. Tenslotte willen we gebruik maken van het bestaan 
van een extra semi-stabiele elliptische kromme, die dezelfde representatie op de q-torsie levert dan 
de onze. Het gebruikte argument waarmee het bestaan daarvan wordt aangetoond, is gebaseerd op 
Hilbert’s irreducibiliteitsstelling. Het blijkt dat we, om deze in onze situatie toe te kunnen passen, 
nodig hebben dat de modulaire kromme X (q) geslacht 0 heeft. Dat is alleen het geval wanneer q < 5. 
Met deze grenzen op p‚q blijkt er precies één paar te zijn waarvoor Xo(pg) slechts eindig veel rationale 
punten heeft, en dat isp =3,q =5. 
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CHRONOLOGIE VAN DE LAATSTE STELLING VAN FERMAT 


1900-1600 v. C. 

Pythagoreïsche drietallen bekend in Babylonië. 

Apocrief: werden drietallen zoals {3,4,5} gebruikt bij het construeren van rechte hoeken 
in de oudheid, b.v. bij het bouwen van de pyramides in Egypte? 

540-500 v. C. 

Pythagoras en zijn BEEDLE a, van Pythagoras voor de lengtes a, b en c in een 
rechthoekige driehoek: a? + b? = c? 

300 v. C. 

Euclides schrijft de Elementen, hét basis-wiskundeboek tot in onze eeuw. Het meest uit- 
gegeven boek na de Bijbel. Propositie 28a in boek X geeft alle Pythagoreïsche drietallen. 
250 n. C. 

Diophantus’ Arithmetica behandelt getaltheoretische problemen—in moderne termen het 
vinden van punten met rationale coordinaten op bepaalde krommen, waaronder elliptische. 
Een deel van het werk gaat verloren, wat overblijft raakt pas in de late zestiende eeuw weer 
bekend door werk van Bombelli en Viète en, nog iets later, in 1621, door de uitgave met 
Latijnse vertaling van Bachet. 

1637 

Fermat (1601-1665) noteert in de kantlijn van de Bachet-uitgave van Diophantus dat voor 
n 2 3 er geen gehele getallen a, ben c verschillend van nul bestaan waarvoor geldt 


a" +b" =c" 


De kantlijn is helaas te klein voor het bewijs van wat de laatste stelling van Fermat zal 
worden. Een aantekening in de kantlijn iets verder in het boek leidt tot een bewijs voor 
n = 4. Hiermee blijft over het geval dat n een oneven priemgetal is. 

1753 

Euler bewijst de laatste stelling voor n = 3. Zijn in 1770 uitgegeven bewijs introduceert 
zekere ‘complexe gehele getallen’. 

1816 

Gauss noemt de laatste stelling van Fermat ‘een geïsoleerd probleem wat hem niet erg 
interesseert, omdat hij veel van zulke problemen kan noemen die men niet kan bewijzen, 
maar ook niet van een tegenvoorbeeld kan voorzien.’ Euler’s ‘complexe gehele getallen’ 
worden bij Gauss tot een complete theorie van kwadratische vormen uitgewerkt. 

1823 

Sophie Germain (“Monsieur LeBlanc’) laat uitgaande van werk van Abel en Barlow zien dat 
het ‘eerste geval’ van de laatste stelling geldt voor priemexponenten van de vorm p = 2q+1 
met q priem. 

1825-1847 

Bewijzen van de laatste stelling voor exponenten p = 5 (onafhankelijk van elkaar door 
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Dirichlet en Legendre), p = 14 (Dirichlet) en p = 7 (Lebesgue). Een algemeen bewijs dat 
Lamé in 1847 aan de Académie des Sciences presenteert gaat uit van de onjuiste veron- 
derstelling dat algemene ‘complexe gehele getallen’ een eenduidige ontbinding toelaten en 
moet verworpen worden. De Académie looft prijzen uit voor correcte bewijzen (1816, 1850). 
In 1908 komt hier ook nog de Wolfskehl Prijs bij, dan groot DM 100.000. Inflatie maakt 
daar DM 7.600 van (in 1958); in 1974 was de prijs ruim DM 10.000 waard. In de periode 
1907-1908 waren er 621 inzendingen van “goede oplossingen,” in 1974 was dat aangegroeid 
tot 3 meter correspondentie. De rente van de prijs werd wel gebruikt voor het uitnodigen 
van gasten (Klein, Hilbert, Minkowski). 

1847 

Kummer bewijst de laatste stelling voor alle ‘reguliere’ priemexponenten. Er zijn echter 
oneindig veel irreguliere priemen (Jensen, 1915), waarvan de kleinste p = 37 is. Kummer’s 
resultaat zegt in het bijzonder dat de laatste stelling waar is voor alle exponenten p < 37. 
Vandiver brengt in 1926 deze grens omhoog tot p < 157. De verzameling priemexponenten 
p waarvoor de laatste stelling bewezen is groeit daarna voortdurend aan. Buhler, Crandall 
en Somploski verifiëren in 1993 de laatste stelling voor alle p < 4- 106. Oudere resultaten 
van dit type zijn afkomstig van Wagstaff (1978, alle p < 125000), Selfridge en Pollack 
(1967, alle p < 25000), Lehmer, Lehmer en Vandiver (1954, alle p < 2000) en anderen. 

In het eerste geval (p deelt abc niet) is Kummer’s bewijs gemakkelijker, en voor dit 
geval worden later vele criteria voor p bewezen die impliceren dat er geen oplossingen zijn 
voor exponent p. Criteria van Wieferich (1909) en Mirimanov (1911) werken gecombineerd 
voor alle ooit geteste p. Sinds 1985 is bekend dat het eerste geval voor oneindig veel 
priemexponenten p correct is, een resultaat van Adleman, Fouvry en Heath-Brown. In het 
bijzonder (Granville, Monagan, Tanner en Wagstaff, 1989) is het eerste geval juist voor 
alle p < 1.56: 1017. 


1953 

Inkeri bewijst dat als a? +b? = c? voor een priemgetal p > 2 en natuurlijke getallen a,b,c, 
dan is de kleinste van a,b,c minstens zo groot als p°?”* in het tweede geval, en in het 
eerste geval is er een dergelijke, iets lager uitvallende grens. Hiermee wordt duidelijk, dat 
als zulke a,b,c zouden bestaan voor grote p,‚ dan hebben ze meer cijfers dan een mens ooit 
op zou kunnen schrijven. 


1955 


Taniyama formuleert een vraag aangaande elliptische krommen die bekend komt te staan 
als het vermoeden van Shimura-Taniyama- Weil. 


1977 

Terjanian bewijst met verrassend eenvoudige middelen dat het eerste geval voor alle even 
exponenten juist is. 

1983 

Faltings bewijst het Mordell-vermoeden. In het bijzonder impliceert dit, dat voor een vast 
gekozen n > 3 het aantal primitieve oplossingen van a” + b" = c* eindig is. Hieruit wordt 
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dan vervolgens onafhankelijk van elkaar door o.a. Granville en Heath-Brown afgeleid dat 
de verzameling exponenten waarvoor de laatste stelling geldt dichtheid 100% heeft. 

1985 

Frey lanceert de suggestie om de Fermatvergelijking in verband te brengen met ellipti- 
sche krommen. Serre merkt op dat het vermoeden van Shimura-Taniyama-Weil plus een 
paar aanvullende hypothesen de laatste stelling van Fermat tot gevolg heeft. Ribet bewijst 
vervolgens dat Shimura-Taniyama-Weil voor de elliptische krommen van Frey voldoende 
is. Ook andere tot op heden onbewezen vermoedens als het ABC-vermoeden (Masser & 
Oesterlé, 1986) en een vermoeden van Serre (1987) impliceren de laatste stelling van Fer- 
mat, die hiermee de status van ‘geïsoleerd probleem’ volledig verliest. 

1993 

Wiles bewijst een speciaal geval van Shimura-Taniyama-Weil waaruit in het bijzonder 


volgt dat dit vermoeden waar is voor de Frey-kromme. Fermats laatste stelling is hiermee 
bewezen! 
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Edited by J.D. Monk 

VOLUME 1: 1989 Hardbound 
Price: Dfl. 162.00 (US $ 92.50) 
ISBN 0-444-70261-X 

VOLUME 2: 1989 Hardbound 
Price: Dfl. 267.00 (US $ 152.50) 
ISBN 0-444-87152-7 

VOLUME 3: 1989 Hardbound 
Price: Dfl. 382.00 (US $ 218.25) 
ISBN 0-444-87153-5 
THREE-VOLUME SET: 1440 pages 
Hardbound 

Price: Dfl. 719.00 (US $ 410.75) 
ISBN 0-7204-1367-2 


Handbook of Theoretical 
Computer Science 

Edited by J. van Leeuwen 
VOLUME A: 

Algorithms and Complexity 
1990 1st repr. 1992 1004 pages 
Hardbound Price: Dfl. 296.00 
ISBN 0-444-88071-2 

VOLUME B: 

Formal Models and Semantics 
1990 1strepr. 1992 1280 pages 
Hardbound Price: Dfl. 350.00 
ISBN 0-444-88074-7 
TWO-VOLUME SET: 
Hardbound Price: Dfl. 584.00 
ISBN 0-444-88075-5 


FORTHCOMING HANDBOOKS 


Handbook of Incidence Geometry 
Buildings and Foundations 


Edited by F. Buekenhout 
ISBN 0-444-88355-X 
In preparation 


Handbook of Algebra 


In Seven Volumes 


Managing Editors: M. Hazewinkel, 
CL. Procesi and M. Nagata 
In preparation 


Handbook of Combinatorics 

Edited by R.L. Graham, M. Grötschel 
and L. Lovász 

In preparation 


ORDER FROM YOUR REGULAR 
SUPPLIER OR FROM 


ELSEVIER SCIENCE PUBLISHERS 
P.O. Box 211, 1000 AE Amsterdam, 
The Netherlands 

FAX (Amsterdam) (O0) 20 5803-705 
Non VAT registered customers in the European 
Community should add the appropriate VAT rate 
applicable in their country to the price(s). 

The Dutch Guilder (Df.) price is definitive. 

Prices are subject to change without prior notice. 


416-101-CE 





























9.45 


10.30 


10.40 


11.30 


12.15 


13.00 


14.00 
15.00 
15.30 
14.00 


15.00 
15.30 


16.30 


H = Hal (Trans 1) 
P = De Pelikaan 


“De Laatste Stelling van Fermat” 


PROGRAMMA 


aanmelding en koffie 
opening 


Ochtendprogramma voorzitter: Prof.dr. J. VAN DE CRAATS 
Dr. P. STEVENHAGEN, Fermats laatste stelling en de ontwikkeling 
van de getaltheorie 

Prof.dr. R. TiJDEMAN, De Fermatvergelijking en enkele 
generalisaties 

Prof.dr. D. ZAGIER, Oplossingen van vergelijkingen in rationale 
getallen 


lunch 
Middagprogramma A 


Dr. F. BEUKERS & Dr. J. STIENSTRA, Oefeningen rond Fermat 
theepauze 


Dr. F. BEUKERS & Dr. J. STIENSTRA, Oefeningen rond Fermat 


Middagprogramma B voorzitter: Prof.dr. J. STEENBRINK 
Prof.dr. F. Oort, Elliptische krommen, van Taniyama-Weil naar 
Fermat 

theepauze 

Dr. J. Tor, Hoe bewijst Wiles het Taniyama-Weil vermoeden? 


sluiting 


R = Rode Zaal (Trans I) 
W = Witte Zaal (Trans 1) 
B = Blauwe Zaal (Trans 1) 


W/R 


W/R 


o = niveau 5 VWO-wiskunde 
e = niveau doctoraal wiskunde 


Dit initiatief is mede mogelijk gemaakt door financiële bijdragen van de Stichting PWT, 


Shell Nederland en Elsevier Science Publishers. 


L- WISKUNDIG GENOOTSCHAP 


Onder de zinspreuk 
“Een onvermoeide arbeid komt alles te boven” 


te Amsterdam 
opgericht in 1778 


Wiskundig Genootschap 


FERMATDAG 
6 november 1993 


Zoals in de brochure voor de Fermatdag vermeld staat, is deze dag georga- 
niseerd door de Vakgroep Wiskunde van de Universiteit Utrecht in samen- 
werking met het WISKUNDIG GENOOTSCHAP. Hieronder vindt U nadere 
informatie over dit genootschap. 


Het Wiskundig Genootschap is een landelijke vereniging van beoefenaren 
van de wiskunde. Het telt ongeveer 1300 leden. Het genootschap werd in 
1778 opgericht en is daarmee de op één na oudste dergelijke vereniging ter 
wereld. De zinspreuk van het genootschap, “Een onvermoeide arbeid 
komt alles te boven”, is op deze Fermatdag wel bijzonder toepasselijk. 
350 jaar arbeid gaat overigens zelfs de leeftijd van het WG te boven! 


Welke voordelen biedt het lidmaatschap van het WG? Allereerst ontvangen 
alle leden negen maal per jaar het blad “Mededelingen van het Wiskundig 
Genootschap” met veel informatie over komende lezingen en congressen, per- 
sonalia, vacatures, enzovoort, en verder jaarlijks enkele honderden boekbe- 
sprekingen. Daarnaast ontvangt men drie maal per jaar het door het WG 
uitgegeven tijdschrift “Nieuw Archief voor Wiskunde”, met artikelen en 
vraagstukken. Ook kan men tegen een gereduceerd tarief (voor 1994 is 
dat F. 200) een abonnement nemen op het door de Koninklijke Neder- 
landse Academie van Wetenschappen uitgegeven wiskundige tijdschrift Inda- 
gationes Mathematicae. 

Het genootschap organiseert voorts allerlei activiteiten, waaronder in de 
eerste plaats het Nederlands Mathematisch Congres genoemd moet worden, 
dat jaarlijks rond Pasen gehouden wordt. In 1994 zal dat aan de universiteit 
van Leiden zijn op 7 en 8 april. Dit congres zal in het teken staan van een 
van de bekendste Nederlandse wiskundigen: de in 1894 overleden Thomas 
Jan Stieltjes. Verder is er elk jaar een Wintersymposium, dat op een za- 
terdag vroeg in januari wordt gehouden en dat tot doel heeft het contact 


tussen wiskundigen uit het wetenschappelijk onderwijs en uit andere vor- 
men van onderwijs te bevorderen. Er wordt een thema gekozen dat actueel 
is in verband met het wiskunde-onderwijs op middelbaar niveau. Op het 
Najaarssymposium, in oktober, is het thema de practische toepasbaarheid 
van de wiskunde. Niet onvermeld mag tenslotte blijven dat juist een week 
geleden in Utrecht voor het eerst een symposium speciaal voor studenten 
plaats vond: de Kaleidoskoopdag. Mede door de grote opkomst was dit een 
zeer geslaagde dag. De bedoeling is dat ook dit een jaarlijks terugkerend 
evenement wordt. 


Ook op allerlei andere terreinen is het WG actief. Het behartigt in de 
ruimste zin de belangen van de Nederlandse wiskunde, zowel binnen Neder- 
land als daarbuiten. De laatste jaren beijvert het genootschap zich om meer 
wiskundigen die werkzaam zijn in de industrie of het bedrijfsleven in een 
georganiseerd verband bij het wiskundig gebeuren te betrekken, al dan niet 
als WG-lid. Hiertoe werd enkele jaren geleden de werkgroep Industriële 
en Toegepaste Wiskunde in het leven geroepen. Deze heeft onder meer al 
enkele jaren een Nieuwsbrief uitgegeven. Het WG besteedt ook aandacht 
aan het middelbaar wiskunde-onderwijs en onderkent het grote belang van 
kwaliteitsbewaking. Mede daarom zou het WG graag nog meer wiskunde- 
leraren onder zijn leden zien. Het WG streeft ernaar, voor onderwijszaken 
een natuurlijke gesprekspartner van het ministerie te zijn. Ook de in de 
vijftiger jaren door het WG ingestelde Nederlandse Onderwijs Commissie 
voor de Wiskunde is op dit terrein actief. 


Bent U geïnteresseerd in wiskunde, maar nog geen lid, overweegt U dan 
eens een lidmaatschap. U kunt zich als lid aanmelden met het bijgevoegde 
formulier. U kunt het formulier vandaag nog bij de balie inleveren of het 
later opsturen. De contributie bedraagt F. 85,- per jaar. In 1994 wordt 
daarbij nog een vrijwillige extra bijdrage gevraagd van F. 35 in verband met 
gestegen kosten. Studenten ingeschreven aan een Nederlandse universiteit 
kunnen lid worden tegen het sterk gereduceerde tarief van F. 35, plus een 
vrijwillige bijdrage van F. 10. Voor enigszins gevorderde wiskundestudenten 
is dit een zeer aantrekkelijke mogelijkheid om in nauwer contact te komen 
met wat er in wiskundig Nederland gebeurt. Ook AIO’s en OIO’s komen 
voor een gereduceerde contributie in aanmerking (F. 55,- plus vrijwillige bij- 
drage van F. 20). Betaling geschiedt per acceptgiro die U in januari wordt 
toegezonden. 


Aanmeldingsformulier Wiskundig Genootschap 


De ondergetekende, 

Naam: 

Adres: 

Postcode: 

Woonplaats: 

meldt zich aan als lid van het Wiskundig Genootschap met ingang van 1 
januari 1994. De contributie, F. 85 per jaar plus eventueel een vrijwillige 
extra bijdrage van F. 35, zal worden voldaan na ontvangst van de desbetref- 


fende acceptgirokaart. 


Datum: Handtekening: 


Het onderstaande alleen invullen indien van toepassing: 


Hij/zij 
e is student aan: inschrijfnummer: 
e is AIO/OIO aan: periode: 


en wenst derhalve in aanmerking te komen voor gereduceerde contributie: 
e student: F. 35 plus vrijwillige bijdrage van F. 10 
e AIO/OIO: F.55 plus vrijwillige bijdrage van F. 20 


Dit formulier inleveren bij de balie of opsturen aan het adres: 
Ledenadministratie Wiskundig Genootschap. T.a.v. Mw. K. Schoenmaker, 
Mathematisch Instituut, Universiteit Utrecht, Postbus 80010, 3508 TA Utrecht. 


